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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предметом настоящей книги являются приближенные методы
решения слабосингулярных и сингулярных интегральных уравне-
ний.
Теория интегральных уравнений Фредгольма и Вольтерра ак-

тивно развивается начиная с конца XIX столетия, причем одно-
временно с развитием теории развивались и численные методы.
В настоящее время одним из основных направлений в приближен-
ных методах решения интегральных уравнений является развитие
оптимальных по точности и сложности методов решения слабосин-
гулярных интегральных уравнений Вольтерра и Фредгольма.
Первая часть книги посвящена изложению этих методов (в

основном для многомерных интегральных уравнений).
Теория сингулярных интегральных уравнений зародилась в на-

чале XX века в трудах выдающихся математиков Д. Гильберта и
А.Пуанкаре и бурно развивалась в течение всего ХХ столетия.
Приближенные методы решения сингулярных интегральных

уравнений (без регуляризации) начали исследоваться значитель-
но позже. Первой работой в этом направлении была работа М.А.
Лаврентьева, датируемая 1932 г., в которой было предложено два
метода решения сингулярных интегральных уравнений первого
рода, описывающих задачу обтекания воздушным потоком кры-
ла конечного размера.
Начиная с середины 50-х г. прошлого столетия, начался «ис-

следовательский бум» в области численных методов решения син-
гулярных интегральных уравнений, который продолжается и по
сегодняшний день. Этим исследованиям посвящены многие сотни
статей и десятки монографий. За эти годы оформилось несколь-
ко направлений в численных методах решения сингулярных инте-
гральных уравнений, основанных на различных идеях и подходах.
Во второй части книги излагаются основные результаты , полу-

ченные в одном из направлений приближенных методов решения
сингулярных интегральных уравнений.
Книга в первую очередь адресована специалистам в области вы-

числительной математики и математической физики. Она также
может быть полезна инженерам-исследователям, сталкивающим-
ся в своей деятельности с необходимостью решения интегральных
уравнений. Отдельные параграфы книги могут быть использова-
ны в качестве учебного пособия по дисциплине «Граничные инте-
гральные уравнения» для студентов специальности «Прикладная
математика». Для удобства читателей в книге приведены необхо-
димые сведения из теории приближений, функционального анали-
за, теории краевых задач и сингулярных интегральных уравнений.
Исследования автора по приближенным методам решения слабо-
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сингулярных и сингулярных интегральных уравнений и их прило-
жениям были поддержаны Российским фондом фундаментальных
исследований (гранты 94-01-00653, 97-01-00621), Министерством
образования РФ (гранты по вычислительной математике 1994 −
1996 гг. и 1998 − 2000 гг.) и Российским гуманитарным научным
фондом
(грант 01-02-00147а).
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ВВЕДЕНИЕ

1. Постановка задачи оптимизации

Настоящая книга посвящена построению и обоснованию вы-
числительных схем приближенного решения слабосингулярных и
сингулярных интегральных уравнений различных видов. Рассма-
триваются приближенные методы решения слабосингулярных ин-
тегральных уравнений Вольтерра и Фредгольма и одномерных, по-
лисингулярных и многомерных сингулярных интегральных урав-
нений различных видов. Особое внимание уделяется построению
оптимальных по точности и сложности методов решения инте-
гральных уравнений.
В настоящее время под обоснованием приближенных методов ре-

шения задач математического анализа (дифференциальных и ин-
тегральных уравнений, граничных задач математической физики
и др.) понимается [91] их теоретическое исследование, при котором
в порядке возрастающей точности и трудности встают следующие
три вопроса:
а) установление осуществимости и сходимости алгоритма;
б) исследование быстроты сходимости;
в) эффективная оценка погрешности.
Как правило, для решения каждого класса уравнений можно по-

строить достаточно большое число приближенных методов, осно-
ванных на различных идеях и подходах. Поэтому возникает необ-
ходимость в сравнении этих методов. В качестве критериев срав-
нения различных методов могут быть взяты определения опти-
мальности алгоритмов.
В работе будут использованы критерии оптимальности по точ-

ности и сложности, основанные на восходящей к П. Л. Чебышеву
минимаксной концепции.
В настоящее время имеется ряд различных определений опти-

мальности алгоритмов по точности и сложности (см. [6], [80], [147],
[149], [155], [156] ).
Нами используется определение Н. С. Бахвалова оптимальных

по точности алгоритмов решения задач математической физики
[6].
Опишем, следуя [6], постановку задачи построения оптималь-

ных по точности алгоритмов численного решения интегральных
уравнений на примере уравнения

Kx ≡ x(t) +
b∫
a

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t). (1.1)
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Для сингулярных интегральных уравнений (с.и.у.) постановка за-
дачи аналогична.
Пусть {h} принадлежит классу достаточно гладких функций H,

а {f} − классу достаточно гладких функций F. Пусть Ψ − класс
вектор-функционалов, определенных на H, а Ψ∗ − класс вектор -
функционалов, определенных на F. ПустьM − множество алгорит-
мов в смысле Маркова, и пусть R = R(K,h, f, A, {ψv}N21 , {ψ∗v}N1 , t)
означает результат приближенного решения уравнения (1.1) с по-
мощью алгоритма A ∈ M, использующего инфоpмацию об h, за-
данную не более чем N 2 значениями ψv(h), v = 1, 2, . . . , N 2, вектор
- функционалов ψv ∈ Ψ и использующего инфоpмацию об f, за-
данную не более чем N значениями ψ∗v(f), v = 1, 2, . . . , N, вектор -
функционалов ψ∗v ∈ Ψ∗.
Введем обозначения

v(K,h, f, A, {ψv}N21 , {ψ∗v}N1 ) = ρ(x∗, R),
v(K,H,F,A, {ψv}N21 , {ψ∗v}N1 ) = sup

f∈F,h∈H
v(K, h, f, A, {ψv}N21 , {ψv}N1 ),

v(K,H,F,M, {ψv}N21 , {ψ∗v}N1 ) = inf
A∈M v(K,H,F,A, {ψv}

N2

1 , {ψ∗v}N1 ),
vN(K,H, F,M,Ψ,Ψ

∗) = inf
{ψv}N21 ∈Ψ,{ψ∗v}N1 ∈Ψ∗

v(K,H, F,M, {ψv}N21 , {ψ∗v}N1 ),

v(K,H, F, {ψv}N21 , {ψ∗v}N1 ) = inf
A
v(K,H, F,A, {ψv}N21 , {ψ∗v}N1 ),

vN(K,H, F,Ψ,Ψ
∗) = inf

{ψv}N21 ∈Ψ,{ψ∗v}N1 ∈Ψ∗
v(K,H,F, {ψv}N21 , {ψ∗v}N1 ),

vN(K,H, F ) = inf
{ψv}N21 ,{ψ∗v}N1

v(K,H,F, {ψv}N21 , {ψ∗v}N1 ).

Здесь ρ(x∗, R) означает меру погрешности точного решения x∗(t)
уравнения ( 1.1 ), а vN(K,H, F,Ψ,Ψ∗) и vN(K,H, F ) − соответ-
ственно, нижнюю грань по всем алгоритмам, использующим ин-
формацию из классов Ψ,Ψ∗, и по всем способам задания функцио-
налов.
Алгоритм A, использующий информацию {ψv}N21 ∈ Ψ, {ψ∗v}N1 ∈

Ψ∗, называется оптимальным, асимптотически оптимальным,
оптимальным по порядку, если

v(K,H,F,A, {ψv}N21 , {ψ∗v}N1 )
vN(K,H,F,Ψ,Ψ∗)

= 1,∼ 1,³ 1
соответственно.
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При постановке задачи построения оптимальных по сложности
алгоритмов решения задачи α = S(f), где S− линейный или нели-
нейный оператор, будем следовать книге [155]. В качестве набора
простейших операций возьмем набор P = {арифметические опера-
ции, вычисление значения функции}.
Пусть η− информационный оператор, допустимый по отноше-

нию к P, A− алгоритм, использующий допустимую информацию
η. Элемент η(f) называется информацией об f. Через comp(η(f))
обозначается информационная сложность вычисления η(f). Это
означает, что если η(f) требует выполнения простейших опера-

ций p1, p2, . . . , pk, то comp(η(f)) =
k∑
i=1
comp(pi).

Пусть A− линейный или нелинейный оператор. Для вычисле-
ния A(η(f)) следует вычислить y = η(f) и A(y). Пусть вычисле-
ние A(y) требует выполнения простейших операций q1, q2, . . . , qk.
Величина
comp(A(y)) =

k∑
i=1
comp(qi) называется комбинаторной сложностью

вычислений A(y).
Пусть E1 и E2− линейные пространства, E0− множество в

линейном пространстве E1, S : E0 → E2− линейный или не-
линейный оператор, ε > 0− вещественное число. Задача состо-
ит в отыскании ε-приближения x = x(f) к решению α задачи
α = S(f) : ‖x−α‖ ≤ ε для всех f ∈ E0. В задаче α = S(f) S назы-
вается оператором решения, f− элементом задачи, α− элементом
решения. Обозначим через ∆(f) = {f̃ : η(f̃) = η(f), f̃ ∈ E0} про-
образ в E0 элемента y = η(f). Радиусом информации η для задачи
S называется величина

r(η, S) = sup
f∈E0

inf
α∈E2

sup
f̃∈∆(f)

‖α− S(f̃)‖.

Погрешностью алгоритма A называется величина

e(A) = sup
f∈E0
‖A(η(f))− S(f)‖.

Пусть r(η, S) < ε для некоторого допустимого η. Обозначим че-
рез Φ(ε) класс всех допустимых алгоритмов, для которых e(A) < ε.
Будем считать класс Φ(ε) непустым. Так как набор простейших
операций фиксирован, зависимость сложности от P не рассматри-
вается.
Сложность алгоритма ϕ ∈ Φ определяется равенством

comp(ϕ) = sup
f∈E0
(comp(η(f)) + comp(ϕ(η(f)))).
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Определение 1.1 [155]. Величина comp(η, S, ε), задаваемая
формулой

comp(η, S, ε) =

 inf
ϕ∈Φ(ε)

comp(ϕ), если r(η, S) < ε и ϕ(ε) 6= ®,
∞, в противном случае,

называется ε-сложностью задачи S при использовании информа-
ции η.
В книге [155] дано определение оптимального по сложности алго-

ритма. Распространим это определение на асимптотически опти-
мальные и оптимальные по порядку алгоритмы.
Определение 1.2. Алгоритм ϕoc ∈ Φ(ε) называется оптималь-

ным, асимптотически оптимальным, оптимальным по порядку по
сложности алгоритмом для задачи S при использовании информа-
ции η, если comp(ϕoc) = comp(η, S, ε), comp(ϕoc) ∼ comp(η, S, ε),
comp(ϕoc) ³
³comp(η, S, ε), соответственно.
Приведем исторически более раннее определение оптимальных

по сложности алгоритмов, которым неоднократно будем пользо-
ваться на протяжении всей работы. При этом для определенности
остановимся на уравнениях вида

x(t) + λ
b∫
a

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t). (1.2)

Предполагается, что в уравнении (1.2) минимальное расстояние
от 1 до собственного значения уравнения больше d (d > 0).
Пусть Ξ(n)− множество всех приближенных методов решения

уравнения (1.2), при которых производится не больше чем n ариф-
метических действий.
Введем, следуя [80], величину

E(n,Ψ1,Ψ2, d) = inf
Ξ(n)

sup
h∈Ψ1,f∈Ψ2

‖x∗(t)− x∗n(t)‖C ,

где Ψ1,Ψ2− классы функций; x∗(t)− точное решение уравнения
(1.2), x∗n(t)− приближенное решение уравнения (1.2), требующее n
арифметических действий.
Введем функционал ζn(ξ) = suph∈Ψ1,f∈Ψ2 ‖x∗(t) − x∗n(t)‖C , где

x∗n(t)− приближенное решение уравнения (1.2) по алгоритму ξ(n),
требующему не более n арифметических операций.
Приближенный метод ξ(n) ∈ Ξ(n) назовем оптимальным, асим-

птотически оптимальным, оптимальным по порядку по сложности
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на классах Ψ1,Ψ2, если

E(n,Ψ1,Ψ2, d)

ζn(ξ)
= 1,∼ 1,³ 1.

Выше было дано определение оптимальных по сложности ал-
горитмов в предположении, что в качестве простейших операций
взяты арифметические операции и операции вычисления функций.
Как будет показано в главе II, сложность решения интегральных
уравнений существенным образом зависит от набора простейших
операций.
Ниже, следуя [130], на примере уравнения (1.1) дадим определе-

ния сложности и кардинальности решений интегральных уравне-
ний.
Пусть X− банахово пространство, F− класс функций, H̃− мно-

жество линейных непрерывных операторов, действующих из X в
X и таких, что уравнение

Kx ≡ x+Hx ≡ x(t) +
∫
Ω

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), (1.3)

t = (t1, . . . , tl), τ = (τ1, . . . , τl), l ≥ 2, однозначно разрешимо при
любых H ∈ H̃ и f ∈ F. Класс таких уравнений будем, следуя
[130], обозначать [H̃, F ].
Исследуем сложность нахождения приближенных решений урав-

нений (1.3) для некоторых классов [H̃, F ]. Постановка задачи и
терминология заимствованы из монографии [155].
Следуя [155, с. 101], к простейшим операциям условимся отно-

сить арифметические операции и операции вычисления значений
различных линейных функционалов, определенных на H̃ и F . При
этом, как и в [155, с. 28, 101], каждой простейшей операции ρ ста-
вится в соответствие число comp(ρ) ≥ 1, называемое сложностью
операции ρ. Сложность арифметических операций принимается
равной 1, а сложность операции вычисления значения линейного
функционала не превышает фиксированного числа d ≥ 1.
Пусть T = {δi}Ni=1− некоторый набор линейно-независимых ли-

нейных непрерывных функционалов δi, из которых δ1, . . . , δk опре-
делены на множестве H̃, а δk+1, . . . , δN− на множестве F ⊂ X .
Каждому уравнению (1.3) из [H̃, F ] ставится в соответствие век-
тор

T (H, f) = (δ1(H), . . . , δk(H), δk+1(f), . . . , δN(f)), (1.4)

который будем называть информацией об уравнении (1.3), а набор
функционалов T− способом задания информации. Число линейно-
не-
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зависимых функционалов δi, образующих набор T , обозначим
card(T ). Информационной сложностью вычисления T (H, f), как и
в [155, с. 28], назовем величину

comp(T (H, f)) =
k∑
i=1

comp(δi(H)) +
N∑

i=k+1

comp(δi(f)),

где comp(δi(H))− сложность выполнения простейшей операции,
состоящей в нахождении значения функционала δi на элементе H;
обозначение comp(δi(f)) имеет аналогичный смысл. Ясно, что при
сделанных выше предположениях для любого способа задания ин-
формации T = {δi}

comp(T (H, f)) ≤ dcard(T ), (1.5)

где card (T )− кардинальность информации T.
Напомним, следуя [155, c. 41] определение кардинальности card

(η) информационного оператора η.
Пусть E1 и E2− линейные пространства, η(η : E1 → E2)− ин-

формационный оператор и пусть ker (η) = {f : η(f) = 0}− ядро
η.
Определение 1.3 [155]. Кардинальностью информации η на-

зывается величина card(η), определяемая по формуле card(η) =
= codimkerη.
Под алгоритмом A приближенного решения уравнений из [H̃, F ]

будем понимать оператор, сопоставляющий информации (1.4)
в качестве приближенного решения уравнения (1.3) функцию
A(T,H, f) ∈
∈ X. При этом для построения A(T,H, f) требуется выполнить
лишь некоторое число простейших операций ρ1, ρ2, . . . , ρj. Следуя
[155,
с. 29], величину comp(T (H, f)) = comp(ρ1)+ . . .+comp(ρj) назовем
комбинаторной сложностью вычисления A(T,H, f), а величину
comp(A) = sup

H∈H̃f∈F
(comp(T (H, f)) + comp(A(T (H, f)))− сложно-

стью алгоритма A.
При фиксированном способе задания информации T множество

алгоритмов, использующих для построения приближенных реше-
ний уравнений (1.3) информацию (1.4), обозначим через A(T ), а
множество алгоритмов A ∈ A(T ), для которых

eX([H̃, F ], A) = sup
z+Hz=f,H∈H̃,f∈F

‖z − A(T,H, f)‖X < ε,

9



через AX(T, ε).
Определение 1.4 [155, с. 32]. Пусть Γ - некоторое множе-

ство способов задания информации. Если хоть одно из множеств
AX(T, ε) 6=6= ® при T ∈ Γ, то величина

compX([H̃, F ],Γ, ε) = infT∈ΓinfA∈AX(T,ε)comp(A)

называется ε-сложностью решения уравнений из [H̃, F ] в про-
странстве X при информации из Γ. Если Γ = ΓU− множество
всевозможных способов задания информации вида (1.4), то вели-
чина

compX([H̃, F ], ε) = compX([H̃, F ],ΓU , ε)

называется ε-сложностью решения уравнений из [H̃, F ] в X.
Определение 1.5 [155, с. 103]. Пусть Γ ⊂ ΓU , ΓN = {T : T ∈

∈ ΓU , card(T ) ≤ N}, EN(|H̃, F ], X,Γ) = infT∈Γ∩ΓN infA∈A(T )eX([H̃, F ], A).
Назовем ε-кардинальностью задачи нахождения решений уравне-
ний (1.3) из [H̃, F ] в пространстве X при информации из Γ вели-
чину Nε([H̃, F ],Γ, X) = min{N : EN([H̃, F ], X,Γ) < ε}.
При любом множестве способов задания информации Γ выпол-

няется неравенство [155, с. 104] Nε([H̃, F ],Γ, X) ≤
≤ сcompX([H̃, F ],Γ, ε), где постоянная c зависит лишь от сложно-
сти простейших операций.

2. Классы функций

Класс W r(M ; a, b) состоит из функций, заданных на отрез-
ке [a, b], непрерывных и имеющих непрерывные производные до
r − 1-го порядка включительно и кусочно-непрерывную производ-
ную r-го порядка, удовлетворяющую на этом отрезке неравенству
|f (r)(x)| ≤M.
Класс функций Гельдера Hα(M ; a, b)(0 < α ≤ 1) состоит из

заданных на отрезке [a, b] функций f(x), удовлетворяющих во
всех точках x′ и x′′ этого отрезка неравенству |f(x′) − f(x′′)| ≤
M |x′ − x′′|α.
Через W rHα(M ; a, b) (r = 1, 2, . . . ; 0 < α ≤ 1) обозначен класс

функций f(x), имеющих на отрезке [a, b] производные r порядка,
удовлетворяющие условию |f (r)(x′) − f (r)(x′′)| ≤ M |x′ − x′′|α при
всех x′ и x′′ из [a, b].
Если из контекста ясно, о каком отрезке [a, b] идет речь, вме-

сто класса функций Гельдера Hα(M ; a, b)(0 < α ≤ 1) будем писать
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Hα(M)(0 < α ≤ 1). Это замечание относится и к остальным опре-
делениям.
Говорят, что функция f(x) удовлетворяет интегральному усло-

вию Гельдера f ∈ H(r+α)p (A, γ), r = 0, 1, . . . , ; 0 < α < 1, если∣∣∣∣∣∫γ |f (r)(t+ h)− f (r)(t)|pdt
∣∣∣∣∣
1/p

≤ A|h|α.
Класс W rLp(M ; a, b)(1 ≤ p < ∞) состоит из функций, заданных

на [a, b], имеющих абсолютно непрерывную производную порядка
r−1 и производную f (r)(x) порядка r, обладающую тем свойством,
что  b∫

a

|f (r)(x)|pdx

1/p

≤M,

где интеграл понимается в смысле Лебега.
Для простоты обозначений ниже вместо W rLp будем писать W

r
p .

Через W̃ rp (M ; a, b) обозначен класс периодических с периодом
(b− a) функций, входящих в класс W rp (M ; a, b).
Через Hω1ω2(D) обозначен класс определенных на D = {a ≤ x ≤≤ b, c ≤ y ≤ d} функций f(x, y), таких, что для любых точек (x′, y′)

и (x′′, y′′) из D |f(x′, y′)−f(x′′, y′′)| ≤ ω1(|x′ −x′′|)+ω2(|y′ −y′′|), где
ω1(δ) и ω2(δ)− заданные модули непрерывности. В случаях, когда
ωi(x) = x

αi (i = 1, 2), используется обозначение Hα1α2(D).
W r,sHω1ω2(D) означает класс определенных на D функций

f(x, y), имеющих производные f (α,β) = ∂α+βf(x, y)/∂xα∂yβ (0 ≤
α ≤ r, 0 ≤
≤ β ≤ s), причем f (α,β) ∈ Hω1ω2.
Через Crl (1) обозначен класс функций l независимых перемен-

ных, у которых существуют и ограничены по модулю единицей
все частные производные до r-го порядка включительно.
В работе К.И.Бабенко [4] введен класс функций Qr(Ω,М ).
Определение 2.1. Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . . Функция

ϕ(x1 . . . , xl) принадлежит классу Qr(Ω,M), если выполнены усло-
вия

max
x∈Ω |∂

|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M при 0 ≤ |v| ≤ r,

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M/(ρ(x,Г ))|v|−r при r < |v| ≤ 2r+1,
где x = (x1, . . . , xl), v = (v1, . . . , vl), |v| = v1 + · · · + vl, ρ(x,Г )−
расстояние от точки x до границы Г области Ω, вычисляемое по
формуле ρ(x,Г ) = min1≤i≤l min(| − 1− xi|, |1− xi|).
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Приводимые ниже классы функций Qr,γ(Ω,M), Br,γ(Ω) явля-
ются обобщением класса Qr(Ω,M).
Определение 2.2 [33]. Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . .

Функция ϕ(x1 . . . , xl) принадлежит классу Qr,γ(Ω,M), если выпол-
нены условия

max
x∈Ω |∂

|v|ϕ(x)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M при 0 ≤ |v| ≤ r,

|∂|v|ϕ(x)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M/(ρ(x,Г ))v−r−ζ при r < |v| ≤ s,
где s = r + γ, ζ = 0, если r + γ− целое; s = r + [γ] + 1, γ =
= [γ] + µ, 0 < µ < 1, ζ = 1− µ, если r + γ− нецелое.
Определение 2.3 [33]. Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2 · · · , r =

= 1, 2, . . . , 0 ≤ γ < 1. Функция f(x1, . . . , xl) принадлежит Br,γ(Ω),
если выполнены условия

max
x∈Ω |∂

|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤ A|v||v||v| при 0 ≤ |v| ≤ r,

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤ A|v||v||v|/(ρ(x,Г ))|v|−r−1+γ
при r < |v| ≤ ∞.
Определение 2.4 [53]. Пусть Ω = [0, T ]l, l = 1, 2, . . . . Через

Q∗r,γ(Ω,M) обозначим класс функций f(t1, . . . , tl), определенных на
Ω и удовлетворяющих следующим условиям:

max
t∈Ω |f

(v)(t)| ≤M при 0 < |v| ≤ r,

|f (v)(t)| ≤M/(ρ(t,Γ0))|v|−r−ζ при r < |v| ≤ s,
где t = (t1, . . . , tl); v = (v1, . . . , vl), |v| = v1+· · ·+vl; s = r+γ, ζ = 0,
если γ – целое; s = r + [γ] + 1, γ = [γ] + µ, 0 < µ < 1, ζ = 1 − µ,
если γ – нецелое; ρ(t,Γ0) − расстояние от точки t до пересечения
Γ0 границы Γ области Ω с координатными осями, вычисляемое по
формуле ρ(t,Γ0) = min

i
|ti|; f (v)(t) = ∂|v|f(t1, . . . , tl)/∂tv11 · · · ∂tvll .

Замечание. При l = 1 через Γ0 обозначается точка t = 0.
Определение 2.5 [53]. Пусть Ω = [0, T ]l, l = 1, 2, . . . . Через

Q∗∗r,γ(Ω,M) обозначим класс функций f(t1, . . . , tl), определенных на
Ω и удовлетворяющих следующим условиям:

max
t∈Ω |f

(v)(t)| ≤M при 0 < |v| ≤ r,

|f (v)(t)| ≤M/(ρ(t, 0))|v|−r−ζ при r < |v| ≤ s,
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где t = (t1, . . . , tl); v = (v1, . . . , vl), |v| = v1+· · ·+vl; s = r+γ, ζ = 0,
если γ – целое; s = r+[γ]+1, γ = [γ]+µ, 0 < µ < 1, ζ = 1−µ, если
γ – нецелое; ρ(t, 0) − расстояние от точки t до начала координат,
вычисляемое по формуле ρ(t, 0) =

√
t21 + · · ·+ t2l .

Замечание. Очевидно, что в одномерном случае (l = 1) классы
Q∗r,γ(Ω,M) и Q∗∗r,γ(Ω,M) совпадают.
Определение 2.6 [53]. Пусть Ω = [0, T ]l, l = 1, 2, . . . , 0 ≤ γ < 1,

r = 1, 2, . . . . Функция f(t1, . . . , tl) ∈ B∗r,γ(Ω), если выполнены усло-
вия

‖∂|v|f(t1, . . . , tl)/∂tv11 · · · ∂tvll ‖C ≤ A|v||v||v| при 0 ≤ |v| ≤ r,
|∂|v|f(t1, . . . , tl)/∂tv11 · · · ∂tvll | ≤ A|v||v||v|/(ρ(t,Γ0))|v|−r−1+γ

при r < |v| <∞,
где константа A не зависит от |v|.
Определение 2.7 [53]. Пусть Ω = [0, T ]l, l = 1, 2, . . . , r =

= 1, 2, . . . , 0 ≤ γ < 1. Функция f(t1, . . . , tl) ∈ B∗∗r,γ(Ω), если выпол-
нены условия:

‖∂|v|f(t1, . . . , tl)/∂tv11 · · · ∂tvll ‖C ≤ A|v||v||v| при 0 ≤ |v| ≤ r,
|∂|v|f(t1, . . . , tl)/∂tv11 · · · ∂tvll | ≤ A|v||v||v|/(ρ(t, 0))|v|−r−1+γ

при r < |v| <∞,
где константа A не зависит от |v|.
Замечание. В одномерном случае (l = 1) классы B∗r,γ(Ω) и

B∗∗r,γ(Ω) совпадают.
Определение 2.8. Пусть Ω = [0, T ]l, l = 1, 2, . . . . Функция

f(t1, . . . , tl) принадлежит классу A(Ω), если выполнены условия

|∂|v|f(t1, . . . , tl)/∂tv11 · · · ∂tvll | ≤M |v||v||v| при 0 ≤ |v| ≤ ∞,
где константа M не зависит от |v|.

3. Вспомогательные предложения и обозначения

В данном параграфе приводится ряд известных фактов из ли-
нейной алгебры и анализа, а также некоторые обозначения, кото-
рыми будем пользоваться на протяжении книги.
На протяжении третьей и четвертой глав неоднократно исполь-

зуется теорема Адамара [65, стр. 406] об обратимости матриц.

Теорема Адамара. Если выполняется условие |cjj| >
n∑

k=0,k 6=j
|cjk|,

то система линейных алгебраических уравнений Cx = b, где C =
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= {cjk}j,k=0,n, x = (x1, . . . , xn), b = (b1, . . . , bn), имеет единственное
решение.
На протяжении книги используются следующие обозначения.
Через [α] обозначена целая часть числа α.
Через Sγx будем обозначать сингулярный интеграл

Sγx =
1

πi

∫
γ

x(τ)

τ − tdτ,

взятый по контуру γ.
Через S12x обозначен бисингулярный интеграл

S12x =
1

π2

∫
γ1

∫
γ2

x(τ1, τ2)dτ1dτ2
(τ1 − t1)(τ2 − t2) .

Через Uγ(h(t, τ)x(τ)) обозначен интеграл

Uγ(h(t, τ)x(τ)) =
∫
γ

h(t, τ)x(τ)dτ.

Через U12(x) обозначен интеграл

U12(x) =
∫
γ1

∫
γ2

x(τ1, τ2)dτ1dτ2.

Пусть ∆ = [a, b], c ∈ [a, b]. Через Tr(ϕ,∆, c) обозначен отрезок
ряда Тейлора

Tr(ϕ,∆, c) = ϕ(c) +
ϕ′(c)
1!
(t− c) + · · ·+ ϕ

(r)(c)

r!
(t− c)r.

Пусть ∆ = [a1, b1; a2, b2], c ∈ ∆. Через Tr(ϕ,∆, c) обозначим
отрезок ряда Тейлора Tr(ϕ,∆, c) = ϕ(c) +

1
1!dϕ(c) + · · ·+ 1

r!d
rϕ(c).

Обозначим через Dr(t) периодическую, с периодом единица,

функцию Dr(t) = 1
2rπr

∞∑
v=1

1
vr
cos(2πvt− πr2 ).

Через Kr обозначена константа Фавара

Kr =
4

π

∞∑
k=1

(−1)k(r+1)
(2k + 1)r+1

, r = 0, 1, . . . .

4. Элементы теории приближений

В данном параграфе приводится ряд известных фактов из тео-
рии приближений, которыми будем пользоваться на протяжении
книги. Прежде всего напомним некоторые классические результа-
ты конструктивной теории функций. При изложении этих резуль-
татов будем следовать монографиям [1], [78], [126].
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4.1. Полиномы наилучшего приближения

Пусть f(x)− функция, определенная на сегменте [a, b]. Обозна-
чим через Hn множество полиномов степени не выше n,
т. е. полиномов вида Pn(x) = a0 + a1x+ a2x2 + . . . + anxn, а через
Hτn − множество тригонометрических полиномов вида
a0 +

n∑
k=1
ak cos kx+ bk sin kx.

Рассмотрим произвольный полином Pn(x) и положим

∆(Pn) = max
x∈[a,b]

| Pn(x)− f(x) | .

Число∆(Pn) называется отклонением полинома Pn(x) от функ-
ции f(x). Если будем изменять полином Pn(x), заставляя его про-
бегать все множество Hn, то величина ∆(Pn) также будет изме-
няться, но так как она остается неотрицательной, то множество
ее значений ограничено снизу и имеет точную нижнюю границу

En = En(f) = inf
Pn∈Hn

{∆(Pn)}.

Величина En(f) называется наименьшим отклонением полино-
мов из Hn от f(x) или наилучшим приближением к f(x) полино-
мами из Hn.
Теорема 4.1 (Теорема Бореля). Для всякой функции f(x) ∈

∈ C[a, b] в множестве Hn существует такой полином P (x), что
∆(P ) = En(f).
Следует отметить, что для всякой функции f(x) ∈ C[a, b] в мно-

жестве Hn существует единственный полином наилучшего при-
ближения. Это утверждение следует из теоремы Бореля и чебы-
шевского альтернанса.
Приведем оценки наилучших приближений к f(x) полиномами

из Hn. Вначале дадим формулировки классических теорем Джек-
сона.
Теорема 4.2. Для любой функции f ∈ C2π справедлива оценка

En(f) ≤ 12ω
(
1

n

)
.

Теорема 4.3. Пусть f(x) есть непрерывная 2π-периодическая
функция, имеющая непрерывные производные f ′(x), f ′′(x), . . . , f (r)(x).
Если ωr(δ)− модуль непрерывности r-й производной f (r)(x), то

En(f) ≤ 12
r+1ωr

(
1
n

)
nr

.
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Если функция f(x) приближается алгебраическими полинома-
ми, то теоремы Джексона формулируются следующим образом.
Теорема 4.4. Если f(x) ∈ C[a, b], то

En(f) ≤ 12ω
(
b− a
2n

)
.

Теорема 4.5. Если f(x) ∈ C[a, b] имеет р непрерывных произ-
водных, причем модуль непрерывности f (p) = ωp(δ), то для n > p
справедлива оценка

En(f) ≤ Cp(b− a)
p

np
ωp

 b− a
2(n− p)

 ,
где Cp зависит только от p.
Наряду с оценками наилучших приближений тригонометриче-

скими и алгебраическими полиномами различных классов функ-
ций, т.е. прямыми теоремами конструктивной теории функций,
нам понадобятся обратные теоремы конструктивной теории функ-
ций, позволяющие по числовым характеристикам EN(f) судить о
классах функций, к которым принадлежат функции f(x).
Предварительно приведем неравенства С.Н. Бернштейна и

А.А. Маркова, которыми также будем неоднократно пользоваться
в третьей и четвертой главах.
Теорема 4.6. Если

T (x) = A+
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)−

тригонометрический полином порядка n, то справедлива оценка

|T ′(x)| ≤ nmax |T (x)|.
Теорема 4.7. Если полином Pn(x) = a0+a1x+. . .+anxn степени

не выше n на сегменте [a, b] удовлетворяет неравенству |Pn(x)| ≤
M, то на том же сегменте |Pn(x)| ≤ 2Mn2/(b− a).
Обратные теоремы конструктивной теории функций принадле-

жат С.Н. Бернштейну и формулируются следующим образом [126].
Теорема 4.8. Пусть f(x) ∈ C2π и для любого n наилучшее

приближение полиномами из HTn En ≤ An−α. Тогда если 0 < α < 1,
то f(x) ∈ Hα, а если α = 1, то f(x) ∈ Z.
Теорема 4.9. Пусть f(x) ∈ C2π и En − ее наилучшее прибли-

жение полиномами из HTn . Если En ≤ A
nr+α
, где r− натуральное

число, а 0 < α ≤ 1, то у функции f(x) существуют непрерывные
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производные f ′(x), f ′′(x), . . . , f (r)(x), причем f (r) ∈ Hα, если α < 1,
и f (r) ∈ Z, если α = 1.
Напомним, что через Z обозначен класс функций Зигмунда,

определенный следующим соотношением: для модуля непрерыв-
ности ω(δ) справедливо неравенство ω(δ) ≤ Aδ(1 + |lnδ|), где А не
зависит от δ.
Изложенные выше результаты принадлежат в основном класси-

кам конструктивной теории функций: П.Л. Чебышеву, С.Н. Берн-
штейну, Д. Джексону, и относятся к первому периоду в теории
приближений. Как уже отмечалось выше, их подробное изложение
имеется в [1], [78], [126]. В 50-е - 70-е гг. прошлого столетия в кон-
структивной теории функций были получены новые результаты,
многие из которых являются неулучшаемыми. Не имея возмож-
ности остановиться на этих результатах, приведем теорему типа
Джексона об оценках наилучших приближений.
Теорема 4.10 [99, с.237]. Для любой функции f ∈ C, f 6≡ const,

справедливы неравенства En(f)c < ω(f,
π
n
), n = 1, 2, . . . , причем не

зависящая от f и от n константа 1 перед ω(f, π
n
) не может быть

уменьшена.
Современное состояние конструктивной теории функций и точ-

ные оценки приближений полиномами, отрезками рядов и сплай-
нами изложены в монографиях и обзорах [4], [99] − [101], [148],
[153].

4.2. Элементы теории сплайнов

На протяжении всей книги будут неоднократно использовать-
ся методы сплайн-интерполяции и сплайн-коллокации. Напомним
определения сплайнов, необходимые в дальнейшем.
Функция f(x), заданная на сегменте [a, b], называется сплайном

порядка m (m = 0, 1, · · ·) с узлами tk, k = 1, 2, . . . , N, a < t1 <
t2 < · · · < tN < b, еcли в каждом сегменте [a, t1], [t1, t2], . . . , [tN , b]
функция f(x) является алгебраическим полиномом степени m и в
каждой из точек tk, k = 1, 2, . . . , N, некоторая производная f (v)(x),
0 ≤ v ≤ m, имеет разрыв.
Говорят, что сплайн f(x) порядка m имеет дефект rk (1 ≤ rk ≤

≤ m) в узле xk, k = 1, 2, . . . , N, если в точке xk непрерывны функ-
ции f(x), f ′(x), . . . , f (m−rk)(x), а производная f (m−rk+1)(x) в точке
xk терпит разрыв.
Число r = max

1≤k≤N rk называется дефектом сплайна.

Будем говорить, что в узле xk, k = 1, 2, . . . , N, сплайн f(x) имеет
дефект m+ 1, если в этом узле функция f(x) имеет разрыв непре-
рывности. В этом случае будем говорить, что сплайн f(x) имеет
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дефект m+ 1.

5. Элементы функционального анализа

В параграфе приводятся сведения из функционального анализа,
используемые во второй, третьей и четвертой главах. При изло-
жении этого материала мы следуем книге [117].

5.1. Нормирование пространства

Рассмотрим некоторое множество Е, в котором введены две опе-
рации: сложение элементов и умножение на число, удовлетворяю-
щие следующим условиям:
1) x+ y = y + x (коммутативность сложения);
2) (x+ y) + z = x+ (y + z) (ассоциативность сложения);
3) λ(x + y) = λx + λy, (λ + µ)x = λx + µx− два закона дистри-

бутивности;
4) λ(µx) = (λµ)x (ассоциативность умножения);
5) в Е существует нулевой элемент 0 , такой, что x+ 0 = x для

любого x ∈ E;
6) для каждого элемента x ∈ E существует однозначно опреде-

ленный элемент того же множества (−x), такой, что x+(−x) = 0.
Элемент 0 называется нулевым элементом или нулем множества

E, элемент −x называется элементом, противоположным элементу
x.
Множество Е , удовлетворяющее перечисленным свойствам, на-

зывается линейным пространством (вещественным, если числа λ
вещественные, или комплексным, если λ комплексные).
Предположим, что каждому x ∈ E поставлено в соответствие

неотрицательное число ‖х‖ (норма х ), удовлетворяющее условиям:
а) ‖х‖ = 0 тогда и только тогда, когда х = 0;
б) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (однородность нормы);
в) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (неравенство треугольника).
Линейное пространство, в котором введено понятие нормы, на-

зывается линейным нормированным пространством.
Линейное нормированное пространство Е называется полным

или банаховым пространством, если из того, что ‖xn − xm‖E → 0
при n,m→∞, следует сходимость последовательности xk к неко-
торому элементу x ∈ E по норме пространства E, т.е. limk→∞ ‖
x− xk ‖E= 0.
Банаховы пространства будем обозначать буквой B.
Полное линейное нормированное пространство называется гиль-

бертовым пространством (H-пространством), если в нем введено
скалярное произведение (., .), обладающее свойствами:
a) (x, y) = (y, x) (в частности, (x, x)− вещественное число);
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б) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y);
в) (λx, y) = λ(x, y) для любого комплексного числа λ;
г) (x, x) ≥ 0, причем (x, x) = 0 тогда и только тогда, когда

x = 0.
При этом скалярное произведение связано с нормой равенством

(x, x) =‖ x ‖2 .
5.2. Линейные операторы

Пусть B1 и B2− банаховы пространства. Отображение A из B1 в
B2 называется линейным оператором, если A(αx+βy) = αAx+βAy
для любых чисел α, β и любых элементов x, y ∈ B1.
Оператор А называется непрерывным, если он каждую сходя-

щуюся (по норме в B1) последовательность элементов (xn) перево-
дит в сходящуюся (по норме в B2) последовательность элементов
(Axn).
Оператор A называется ограниченным, если можно указать та-

кое положительное число K, что для x ∈ B ‖ Ax ‖≤ K ‖ x ‖ .
Наименьшее из значений K, при которых выполняется предыду-
щее неравенство, называется нормой оператора A и обозначается
‖ A ‖ . Отметим, что ‖ A ‖= sup‖x‖=1 ‖ Ax ‖ .
Множество линейных ограниченных операторов , действующих

из B пространства X в B пространства Y, обозначается через
B[X, Y ] или [X,Y ].
Замкнутое линейное подмножество банахова пространства на-

зывается его подпространством. Говорят, что пространство B рас-
падается в прямую сумму подпространств B1 и B2, B = B1

⊗
B2,

если каждый элемент x ∈ B допускает единственное представле-
ние в виде x = x1 + x2 , где x1 ∈ B1, x2 ∈ B2. Каждое из подпро-
странств B1, B2 называется прямым дополнением друг друга.
В пространстве B можно ввести следующую норму: ‖ x ‖=‖ x1 ‖

+
+ ‖ x2 ‖, где x = x1+x2, x1 ∈ B1, x2 ∈ B2, B = B1⊗B2. Введенная
таким образом норма называется максимальной.
При исследовании линейных операторов в гильбертовых про-

странствах часто наряду с оператором A рассматривают его дей-
ствительную и мнимые части AR = ReA = (A + A∗)/2 и Aj =
ImA = (A− A∗)/2. Здесь через A∗ обозначен оператор, сопряжен-
ный с A. В случае если A− матрица, то A∗− матрица, комплексно
сопряженная с A. Оператор A называется самосопряженным, если
A = A∗.
Пусть B− комплексное банахово пространство. Точка λ ком-

плексной плоскости называется регулярной точкой оператора A,
если существует оператор Rλ = (A − λI)−1. Множество ρ(A) всех
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регулярных точек открыто. Его дополнение называется спектром
оператора A и обозначается символом σ(A). Спектр σ(A) всегда
замкнут, непуст и лежит в круге | σ(A) |≤‖ A ‖ .
Комплексное число λ называется собственным значением опера-

тора A в комплексном банаховом пространстве B, если существует
такой x ∈ B(‖ x ‖6= 0), что Ax = λx. Элемент x, удовлетворяющий
этому равенству, называется собственным элементом оператора A,
отвечающим собственному значению λ.
Множество E ⊂ X называется множеством первой категории,

если E можно представить в виде объединения счетного множества
нигде не плотных множеств.
Множество E ⊂ X, не являющееся множеством первой катего-

рии, называется множеством второй категории (в X).
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Пусть X− нормированное пространство, X0− его подпростран-
ство.
Объединим элементы из X в классы, относя два элемента x1 и

x2 в один класс, если x1−x2 ∈ X0. При этом, очевидно, различные
классы не содержат общих элементов и каждый элемент x ∈ X
входит в один и только один класс. Пусть x− один из классов и
x ∈ x. Тогда x = x+X0.
В множестве X/X0 всех классов можно ввести арифметические

операции, полагая x+ y = x+ y +X0, λx = λx+X0.
Эти определения не зависят от выбора элементов x и y− пред-

ставителей классов x и y. Поэтому X/X0 является линейным про-
странством, которое называется фактор-пространством.
Напомним несколько утверждений из функционального анализа,

которыми будем неоднократно пользоваться.
Теорема 5.3 (Банах) [117]. Пусть X − B− пространство и

U ∈ B[X,X]. Тогда если
‖ U ‖≤ q < 1, (5.1)

то оператор I − U имеет непрерывный обратный, причем

‖ (I − U)−1 ‖≤ 1

1− q . (5.2)

Доказательство. Обозначим через V сумму ряда

V = I + U + U 2 + . . . + Un + . . . (5.3)

Так как ‖ U ‖< 1, то ряд (5.3) мажорируется сходящимся чи-
словым рядом 1+ ‖ U ‖ + ‖ U ‖2 + . . . ‖ U ‖n + . . . .
Так как пространство X полно, то ряд (5.3) сходится. Нетрудно

видеть, что V (I − U) = (I + U + . . .+ Un + . . .)(I − U) =
= (I + U + . . . + Un + . . .)− (U + U 2 + . . .+ Un + . . .) = I.
Аналогично, (I − U)V = I. Следовательно, V = (I − U)−1.
Оценим норму V

‖ V ‖≤‖ I ‖ + ‖ U ‖ + . . .+ ‖ Un ‖ + . . . ≤

≤ 1 + q + q2 + . . . + qn + . . . = 1

1− q ,
что дает оценку (5.2).
Теорема доказана.
Теорема 5.4 [117]. Пусть U0 ∈ B[X,Y ], где X и Y два

B-пространства, и пусть существует U−10 ∈ B[Y,X]. Тогда если
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оператор U ∈ B[X,Y ] удовлетворяет условию ‖ U ‖<‖ U−10 ‖−1, то
оператор V = U0 + U имеет непрерывный обратный V −1, причем

‖ V −1 ‖≤ ‖ U−10 ‖
1− ‖ U−10 U ‖

≤ ‖ U−10 ‖
1− ‖ U−10 ‖‖ U ‖

. (5.4)

Доказательство. Рассмотрим операторW = U−10 V = I+U
−1
0 U.

Так как ‖ U−10 U ‖≤‖ U−10 ‖‖ U ‖< 1, то по теореме Банаха
оператор W имеет непрерывный обратный W−1. При этом

‖ W−1 ‖≤ 1

1− ‖ U−10 U ‖
≤ 1

1− ‖ U−10 ‖‖ U ‖
. (5.5)

Имеем далее U−10 VW−1 = I, откуда VW−1 = U0 и, следователь-
но, VW−1U−10 = I. С другой стороны, W−1U

−1
0 V = I.

Из последних двух равенств следует, что оператор W−1U−10
является непрерывным обратным по отношению к оператору V.
Из равенства V −1 = W−1U−10 и оценки (5.5 ) получаем оценку

(5.4).
Теорема доказана.

5.3. Дифференцирование в нормированных
пространствах

Пусть X и Y – линейные нормированные пространства,
y = f(x) – оператор, определенный в X с областью значений в Y.
Производная Фреше. Пусть h – произвольный элемент про-

странства X, и предположим, что существует линейный оператор
A ∈ B[X,Y ] (вообще зависящий от x), такой, что f(x+h)−f(x) =
= Ah+ a(x, h), где

lim
‖h‖→0

‖a(x, h)‖
‖h‖ = 0.

В этом случае Ah называется сильным дифференциалом или
дифференциалом Фреше оператора f(x) в точке x, соответствую-
щим приращению h аргумента, и обозначается df(x, h).
Линейный оператор A, вообще зависящий от x, обозначается

f ′(x) и называется сильной производной или производной Фреше.
Тогда df(x, h) = f ′(x)h и f(x+ h)− f(x) = f ′(x)h+ o(‖h‖).
Слабый дифференциал (дифференциал Гато). Слабым

дифференциалом функции f(x) в точке x называют выражение

Df(x, h) =
d

dt
f(x+ th)

∣∣∣∣
t=0
= lim
t→0
f(x+ th)− f(x)

t
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в предположении, что предел, стоящий в правой части равенства
и понимаемый в смысле сходимости по норме, существует.
Теорема 5.5 [117]. Если существует сильный дифференциал

df(x, h), то существует и слабый Df(x, h) и df(x, h) = Df(x, h).
В определение дифференциала Гато не входит требование ли-

нейности. Однако если дифференциал Df(x, h) линейный, то
Df(x, h) =
= f ′c(x)h и функция f ′c(x) называется слабой производной или про-
изводной Гато оператора f(x).

6. Общая теория приближенных методов

Для приближенного решения задач математической физики,
дифференциальных и интегральных уравнений придумано и ис-
пользуется большое число методов, основанных на различных иде-
ях.
Для суждения об эффективности и обоснованности используе-

мых вычислительных методов необходимо их теоретическое ис-
следование, при котором, как отмечается в [91], в порядке возра-
стающей трудности встают три следующих вопроса:
1) установление осуществимости и сходимости алгоритма;
2) исследование быстроты сходимости;
3) эффективная оценка погрешности.
В последнее время в этот круг включаются также следующие

вопросы:
4) исследование сложности алгоритма;
5) оценка объема памяти, необходимого для реализации алго-

ритма.
Здесь мы не касаемся программной реализации алгоритма.
Общая теория приближенных методов анализа была создана [90]

Л. В. Канторовичем в 1948 г. Начиная с этого времени, во многих
работах, связанных с обоснованием приближенных методов реше-
ния различных задач математической физики, используют общую
теорию приближенных методов.

6.1. Общая теория приближенных методов для уравнений
второго рода

В этом пункте , следуя [91] , изложим общую теорию прибли-
женных методов для линейных уравнений второго рода.
Пусть X− полное нормированное пространство, Xn− его

подпространство. Обозначим через Pn проектор из X на Xn,
т.е. линейный оператор, удовлетворяющий следующим условиям:
Pn(X) = Xn,
P 2n = Pn. Оператор Pn ставит каждому элементу x ∈ X в соответ-
ствие элемент xn ∈ Xn, причем Pnxn = xn.
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Рассмотрим точное уравнение

Kx ≡ x+Hx = f, K ∈ B[X,X], (6.1)

в пространстве X и последовательность приближенных уравнений

Knxn ≡ xn +Hnxn = fn, Kn ∈ B[Xn, Xn], (6.2)

в подпространствах Xn.
Будем считать, что пространства X и Xn и операторы H и Hn

связаны следующими условиями:
I. Условие близости операторов H и Hn. Для любого xn ∈ Xn

справедливо неравенство

‖ PnHxn −Hnxn ‖≤ ε1(n) ‖ xn ‖ .
II. Условие аппроксимации элементов Hx элементами из Xn.

Для любого x ∈ X найдется элемент xn ∈ Xn, такой, что
‖ Hx− xn ‖≤ ε2(n) ‖ x ‖ .

III. Условие аппроксимации свободного члена точного уравне-
ния. Существует элемент fn ∈ Xn, такой, что

‖ f − fn ‖≤ ε3(n)(f) ‖ f ‖ .
Запись ε3(f) подчеркивает, что оценка в III неравномерна отно-

сительно пространства X.
Параметр n в функциях ε1(n), ε2(n), ε3(n) для простоты обозна-

чений может быть опущен.
Теорема 6.1 [91]. Пусть выполнены условия I и II, оператор K

непрерывно обратим. Тогда если

q = [ε1+ ‖ I − Pn ‖ ε2] ‖ K−1 ‖< 1, (6.3)

то оператор Kn также имеет непрерывный обратный K−1n . При
этом

‖ K−1n ‖≤
‖ K−1 ‖
1− q . (6.4)

Доказательство. Доказательство теоремы основано на дву-
кратном применении теоремы Банаха. Сначала теорема Банаха
применяется к оператору K = I +H в пространстве X, а затем к
оператору K = I + PnH в подпространстве XN .
Рассмотрим оператор K = I + PnH. Согласно условию II для

произвольного элемента x ∈ X найдется такой элемент xn ∈ Xn,
что ‖ Hx− xn ‖≤ ε2 ‖ x ‖ . Тогда
‖ (K −K)x ‖=‖ Hx− PnHx ‖=‖ Hx− xn + Pnxn − PnHxn ‖=
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=‖ (I − Pn)(Hx− xn) ‖≤‖ I − Pn ‖ ε2 ‖ x ‖ .
Так как x− произвольный элемент из X, то тем самым доказано,

что ‖ K −K ‖≤‖ I − Pn ‖ ε2.
Оператор K можно представить в виде

K = K(I −K−1(K −K)). (6.5)

Воспользовавшись полученной выше оценкой для оператора
(K −K), имеем ‖ K−1(K −K) ‖≤‖ I − Pn ‖ ε2 ‖ K−1 ‖≤ q < 1.
Из теоремы Банаха следует существование обратного оператора

(I −K−1(K −K))−1 с нормой
‖ (I −K−1(K −K))−1 ‖≤ (1− ‖ I − Pn ‖ ε2 ‖ K−1 ‖)−1 .

Из формулы (6.5) следует, что оператор K имеет линейный
обратный оператор K

−1
= (I −K−1(K −K))−1K−1.

Следовательно,

‖ K−1 ‖≤ ‖ K−1 ‖
1− ‖ I − Pn ‖ ε2 ‖ K−1 ‖ . (6.6)

В пространстве Xn рассмотрим оператор K
∗
xn = xn + PnHxn.

Очевидно, для любого xn ∈ Xn K∗xn = Kxn.
Нетрудно видеть, что если fn ∈ Xn, то K−1fn ∈ Xn. Действи-

тельно, если x1 = K
−1
fn, то x1 = fn − PnHx1 ∈ Xn. Поэтому опе-

ратор K
∗
имеет непрерывный обратный оператор, совпадающий с

K
−1
на Xn, и

‖ K∗−1 ‖≤‖ K−1 ‖ . (6.7)

Оценим норму разности ‖Kn −K∗‖. По условию I для любого
xn ∈ Xn

‖ K∗xn −Knxn ‖=‖ PnHxn −Hnxn ‖≤ ε1 ‖ xn ‖ (6.8)

и
‖ K∗ −Kn ‖≤ ε1. (6.9)

Из неравенств (6.7), (6.8) и (6.9) следует, что

‖ K∗−1 ‖‖ Kn −K∗ ‖≤ ‖ K−1 ‖ ε1
1− ‖ I − Pn ‖ ε2 ‖ K−1 ‖ =

= 1− 1− q
1− ‖ I − Pn ‖ ε2 ‖ K−1 ‖ < 1.
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Записывая оператор Kn в виде Kn = K
∗
(I − K∗−1(K∗ − Kn))

и применяя теорему Банаха в подпространстве XN , доказываем
существование обратного оператора K−1n . Оценим его норму. Оче-
видно,

‖ K−1n ‖≤
‖ K∗−1 ‖

1− ‖ K∗−1 ‖‖ Kn −K∗ ‖
≤

≤ (1− ‖ I − Pn ‖ ε2 ‖ K
−1 ‖) ‖ K−1 ‖

1− q ≤ ‖ K
−1 ‖

1− q .
Теорема доказана.
Теорема 6.2 [91]. Пусть выполнены условия I, II, III, существу-

ет непрерывный оператор K−1n и уравнение (6.1) имеет решение x∗.
Тогда ‖x∗ − x∗n‖ ≤ 2ε1(n)‖K−1n ‖+ (ε2(n) + ‖K‖)(1 + ‖K−1n PnK‖),
где x∗n - решение уравнения (6.2).
Доказательство теоремы приведено в [91, с. 519-520].
Отметим, что в теореме 6.2 не требуется существования опе-

ратора K−1. Если потребовать существование оператора K−1, то
оценку близости можно получить из более простых соображений.
Теорема 6.2.′ Пусть оператор К непрерывно обратим, выпол-

нены условия I,II,III и условия теоремы 6.1. Тогда ‖x∗ − x∗n‖ ≤‖K−1‖ε3+
+‖K−1‖2(ε2(1+‖Pn‖)+ε1)(1+ε3)‖f‖/(1−q), где x∗ и x∗n− решения
уравнений (6.1) и (6.2), соответственно, q определенo в теореме 6.1.
Доказательство. Так как выполнены условия теоремы 6.1, то,

начиная с некоторого N, существуют непрерывные операторы K−1n
(n ≥ N). Следовательно,
‖x∗ −x∗n‖ = ‖K−1f −K−1n fn‖ ≤ ‖K−1(f −fn)‖+‖K−1fn−K−1n fn‖ =

= ‖K−1‖‖f − fn‖+ ‖K−1(Kn −K)K−1n fn‖ ≤
≤ ‖K−1‖ε3(n) + ‖K−1‖‖K−1n ‖‖K −Kn‖Xn‖fn‖ =

= ‖K−1‖ε3(n) + ‖K−1‖‖K−1n ‖‖H − PnH + PnH −Hn‖Xn‖fn‖ ≤
≤ ‖K−1‖ε3(n) + ‖K−1‖‖K−1n ‖(ε2(n) + ε2(n)‖Pn‖+ ε1(n))‖fn‖ ≤
≤ ‖K−1‖ε3(n)+‖K−1‖2(ε2(n)(1+‖Pn‖)+ε1(n))(1+ε3(n))‖f‖/(1−q).
Теорема доказана.

6.2. Общая теория приближенных методов для
обратимых справа операторов
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Лемма 6.1 [90]. Пусть V− линейная операция из B-пространства
X в B-пространство Y, и пусть для каждого y ∈ Y существует та-
кой x ∈ X, что ‖ V (x)− y ‖≤ q ‖ y ‖; ‖ x ‖≤ N ‖ y ‖, где q < 1 и
N− постоянные. Тогда уравнение

V (x) = y (6.10)

при любом y ∈ Y имеет решение x ∈ X, удовлетворяющее неравен-
ству

‖ x ‖≤ N

1− q ‖ y ‖ . (6.11)

Доказательство. Точное решение уравнения (6.10) построим
методом исчерпывания.
Положим y1 = y. По условию найдется такое x1 ∈ X, что

‖ V (x1)− y1 ‖≤ q ‖ y1 ‖; ‖ x1 ‖≤ N ‖ y1 ‖ .
Обозначим y2 = y1 − V (x1). По y2, опять используя условие,

найдем x2 так, что

‖ V (x2)− y2 ‖≤ q ‖ y2 ‖≤ q2 ‖ y1 ‖; ‖ x2 ‖≤ N ‖ y2 ‖≤ Nq‖y1‖.
Продолжая этот процесс, построим последовательности {yn} и

{xn}, такие, что
yk+1 = yk − V (xk), k = 1, 2, . . . , (6.12)

‖ yk ‖≤ qk−1 ‖ y1 ‖, ‖ xk ‖≤ Nqk−1 ‖ y1 ‖ . (6.13)

Суммируя равенства (6.12), получаем:

yn+1 = y1 − V (x1 + x2 + . . . + xn), n = 1, 2, . . . . (6.14)

Ряд x1 + x2 + . . .+ xn, очевидно, сходится. Обозначая его сумму
через x, имеем:

‖ x ‖≤
∞∑
k=1

‖ xk ‖≤ N ‖ y ‖
∞∑
k=1

qk−1 =
N

1− q ‖ y ‖ .

С другой стороны, поскольку lim yn = 0, переход к пределу в
(6.14) дает 0 = y − V (x), т.е. x− решение уравнения (6.10), удо-
влетворяющее требуемому условию.
Лемма доказана.
Пусть X и Y − B-пространства, Xn и Yn− соответственно, их

подпространства. Пусть Pn− линейный оператор, проектирующий
Y на Yn.
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Рассмотрим линейные уравнения: точное

Kx = y, K ∈ B[X, Y ] (6.15)

и последовательность приближенных

Knxn = yn, Kn ∈ B[Xn, Yn]. (6.16)

На указанные операторы и пространства наложим следующие
условия:
I. Для любого xn ∈ Xn ‖ Knxn − PnKxn ‖≤ ε1(n) ‖ xn ‖ .
II. Если x0− решение уравнения Kx = yn, то существует такое

x0n ∈ Xn, что ‖ x0 − x0n ‖≤ ε2(n) ‖ x0 ‖ .
Для простоты обозначений будем опускать индекс n.
Теорема 6.3 [12], [15]. Пусть уравнение (6.15) разрешимо при

любой правой части y ∈ Y, выполнены условия I, II, причем
limn→∞ ε1(n) = 0, limn→∞ ε2(n) ‖ Pn ‖= 0. Тогда существует такое
N, что при n ≥ N уравнение (6.16) имеет решение x∗n при любой
правой части, причем

‖ x∗n ‖≤M ‖ yn ‖ /(1− q), (6.17)

где M = (1 + ε2)2 ‖ K−1 ‖, q = 2[ε1(1 + ε2) + ε2 ‖ PnK ‖] ‖ K−1 ‖,
K− оператор, отображающий фактор-пространство X/X0 на Y
(через X0 обозначено пространство нулей оператора K).
Доказательство. Так как оператор K отображает X на Y,

Y−B-пространство и, следовательно [117], множество второй кате-
гории в себе, то по теореме Банаха [117] оператор K осуществляет
гомеоморфизм пространства X на Y. Поэтому [117] существует та-
кое решение x0 уравнения Kx = yn, что Kx0 = yn и ‖ x0 ‖≤
≤ 2 ‖ K−1 ‖‖ yn ‖ . Из условия II следует существование такого
x0n ∈ Xn, что ‖ x0n ‖≤ (1 + ε2)2 ‖ K−1 ‖‖ yn ‖ .
Нетрудно видеть, что

‖ Knx0n − yn ‖≤ 2[ε1(1 + ε2) + ε2 ‖ PnK ‖] ‖ K−1 ‖‖ yn ‖= q ‖ yn ‖ .
(6.18)

В самом деле

‖ Knx0n − yn ‖=‖ Knx0n − PnKx0n + PnKx0n − PnKx0 ‖≤
≤ ε1 ‖ x0n ‖ + ‖ PnK ‖‖ x0n − x0 ‖ . (6.19)

Из (6.19) следует справедливость неравенства (6.18).
Так как limn→∞ ε1(n) = 0, limn→∞ ε2(n) ‖ Pn ‖= 0, то при до-

статочно больших n q < 1 и выполняются условия леммы 6.1, из
которой следуют утверждения теоремы.
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Замечание 1. Теорема 6.3 приведена в [12] без доказательства.
Подробное доказательство содержится в статье [15], принятой к
печати, но до сих пор не опубликованной.
Замечание 2. В работе [23] общая теория приближенных ме-

тодов распространена на линейные уравнения с неограниченными
операторами.
Исследуем применимость общей теории приближенных методов

к приближенному решению операторных уравнений первого рода.
Рассмотрим уравнения: точное

Kx = f, K ∈ B[X,X] (6.20)

и последовательность приближенных

Knxn = fn = Pnf, Kn ∈ B[Xn, Xn]. (6.21)

При исследовании уравнений (6.20) и (6.21) соблюдаются следу-
ющие условия:
I. Для любого x ∈ X ‖Kx− PnKx‖ ≤ ε1(n)‖x‖.
II. Для любого xn ∈ Xn ‖PnKxn −Knxn‖ ≤ ε2(n)‖xn‖.
III. Если x∗− решение уравнения (6.20), то существует такое

xn ∈∈ Xn, что ‖x∗ − xn‖ ≤ ε3(n)‖x∗‖.
Выполнение последнего условия на практике затруднительно.

Ниже доказывается утверждениe о связи между разрешимостью
уравнений ( 6.20) и ( 6.21), в котором удалось отказаться от про-
верки условия III.
Предположим, что операторK непрерывно обратим. В этом слу-

чае решение уравнения (6.20) определяется формулой

x =
1

2πi

∫
F (K)

λ−1R(λ,K)dλf,

где R(λ,K) = (λI − K)−1, F (K)− контур, ограничивающий
область, содержащую спектр оператора K и не содержащую нача-
ло координат.
При этом предполагается, что контур F (K) не содержит эле-

ментов спектра оператора K.
Введем уравнение

Knxn ≡ PnKxn = fn = Pnf. (6.22)

Теорема 6.4. Пусть K−1 ∈ B[X,X] и выполнены условия I и II
и, кроме того, ‖R(λ,K)‖ ≤ C = const для ∀λ ∈ F (K). Тогда при
n таких, что выполнено неравенство q = Aε2(n)(1 + (ε1(n)) < 1,
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уравнение (6.21) однозначно разрешимо при любой правой части
и справедлива оценка ‖x∗ −x∗n‖ ≤ A (ε1(n) + ε2(n) + ‖f − fn‖) , где
x∗ и x∗n− решения уравнений (6.20) и (6.21), соответственно.
Доказательство. По обобщенной теореме Банаха при n, та-

ких, что q = O(ε1(n)) < 1, операторы R(λ,Kn) будут непрерывно
обратимы при всех λ ∈ F (K). При этих же значениях n из общей
теории приближенных методов в проблеме собственных значений
[102] следует, что спектры операторов Kn находятся в области,
ограниченной контуром F (K). Следовательно, решение уравнения
(6.22) имеет вид

xn =
1

2πi

∫
F (K)

λ−1R(λ,Kn)dλfn.

Зафиксируем произвольное λ и рассмотрим уравнение

λx+Kx = f. (6.23)

Применим к этому уравнению общую теорию приближенных ме-
тодов ( это возможно, так как контур F (K) не проходит через
начало координат). Для этого представим уравнение (6.23) в виде

x+
1

λ
Kx =

1

λ
f. (6.24)

Так как maxλ∈F (K)
∣∣∣ 1
λ

∣∣∣ ≤ N, то условия I и II общей теории при-
ближенных методов для уравнений второго рода выполняются для
уравнения (6.24) с константами ε∗1 = Nε1, ε∗2 = Nε2.
Из теоремы Банаха следует, что при n таких, что q =

O (ε1(n)) <
< 1, уравнение x + λ−1K̄nx = λ−1f и, следовательно, уравне-
ние (6.22) имеет единственное решение x∗n и справедлива оценка‖x∗ − x∗n‖ =
= O (ε1(n)) , где x∗− решение уравнения (6.20). Аналогичным
образом исследуется связь между уравнениями (6.21) и (6.22). Те-
орема доказана.
При обосновании приближенных методов решения сингулярных

интегральных уравнений понадобится модификация общей теории
приближенных методов.

6.3. Приближенное решение уравнений, сводящихся
к уравнениям второго рода

Пусть X и Y − банаховы пространства, Xn и Yn − их подпро-
странства, Pn− оператор, проектирующий Y на Yn. Рассмотрим
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точное уравнение

Lx ≡ Gx+ Tx = f, L ∈ B[X,Y ],
и аппроксимирующую его последовательность уравнений

Lnxn ≡ Gnxn + Tnxn = fn, Ln ∈ B[Xn, Yn].
На оператор G налагаются дополнительные условия: оператор

G ∈
∈ B[X,Y ] непрерывно обратим, т.е. существует ограниченный
оператор G−1 ∈ B[Y,X ]; оператор G взаимно однозначно ото-
бражает подпространство Xn на подпространство Yn, т.е. G ∈
B[Xn, Yn] и G−1 ∈
∈ B[Yn, Xn].
По аналогии с условиями I − III вводятся условия Ia − IIIa:
Ia) для любого xn ∈ Xn ‖PnTxn − Tnxn‖ ≤ η1(n)‖xn‖;
IIa) для любого x ∈ X существует такое yn ∈ Yn, что ‖Tx−yn‖ ≤

≤ η2(n)‖x‖;
IIIa) для всех y ∈ Y ‖y − yn‖ ≤ η3(n)‖y‖.
При сделанных относительно оператора G предположениях

уравнения Lx = f и Lnxn = fn сводятся к уравнениям второго
рода. Для этого достаточно воздействовать на уравнение Lx = f
и Lnx = fn оператором G−1. В результате приходим к уравнениям
второго рода

Kx ≡ x+G−1Tx = G−1f (6.25)

и
Knxn ≡ xn +G−1Tnxn = G−1fn. (6.26)

Для доказательства разрешимости уравнений (6.25) и (6.26) до-
статочно воспользоваться результатами раздела 6.1. Для этого
нужно проверить выполнимость условий I − III. Легко устано-
вить связь между условиями Ia − IIIa и I − III. Из этой связи и
теорем 6.1 и 6.2 вытекают утверждения.
Теорема 6.5 [91]. Если выполнены условия Ia, IIa, оператор L

непрерывно обратим и q = (η1(n) + ‖I − Pn‖η2(n))‖L−1‖ < 1, то
оператор Ln непрерывно обратим и ‖L−1n ‖ ≤ ‖L−1‖/(1− q).
Теорема 6.6 [91]. Если выполнены условия Ia, IIa, IIIa, суще-

ствует непрерывный оператор L−1n и уравнение (6.25) имеет ре-
шение x∗, то ‖x∗ − x∗n‖ ≤ 2η1(n)‖L−1n ‖ + (η2(n) + η3(n)‖L‖)(1 +‖L−1n PnL‖),
где x∗n− решение уравнения (6.26).

6.4. Метод Ньютона − Канторовича
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Пусть X, Y – банаховы пространства.
Рассмотрим уравнение

Kx = 0, (6.27)

где K− нелинейный оператор, действующий из X в Y.
Будем считать, что оператор K имеет в некоторой окрестности

начальной точки x0 производную Гато, для которой существует
обратный оператор [K ′(x)]−1.
Решение уравнения (6.27) будем искать в виде итерационных

процессов: основного

xn+1 = xn − [K ′(xn)]−1K(xn) (6.28)

и модифицированного

xn+1 = xn − [K ′(x0)]−1K(xn). (6.29)

Лемма 6.1. Пусть нелинейный оператор K в некоторой сфере
S(x0, r), ‖x − x0‖ ≤ r, имеет производную Гато, а U – линейный
оператор. Тогда для любых x1, x2 ∈ S(x0, r) выполняется неравен-
ство

‖K(x2)−K(x1)−U(x2−x1)‖ ≤ ‖K ′(x1+τ(x2−x1))−U‖·‖x2−x1‖, (6.30)
где 0 ≤ τ ≤ 1.
Доказательство. Известно [117], что если K имеет производ-

ную Гато, то

‖K(x2)−K(x1)‖ ≤ ‖K ′(x1+τ(x2−x1))(x2−x1)‖ (0 ≤ τ ≤ 1). (6.31)
Рассмотрим оператор P = K −U. Подставляя P в предыдущую

формулу и пользуясь линейностью оператора U и существованием
производной Гато оператора K, получаем (6.31).
При доказательстве сходимости основного метода нам понадо-

бится следующее утверждение, принадлежащее Л. С. Раковщику.
Лемма 6.2 [138]. Пусть X и Y− пространства Банаха, A,B ∈

∈ B[X, Y ]. Если А имеет ограниченный правый обратный опе-
ратор A−1r и если оператор B ∈ B[X,Y ] удовлетворяет условию
‖A − B‖ ‖A−1r ‖ < 1, то он также имеет ограниченный правый
обратный оператор B−1r и ‖B−1r ‖ ≤ ‖A−1r ‖[1− ‖(A− B)A−1r ‖]−1.
Доказательство. Лемма немедленно следует из соотношений

BA−1r [I + (B − A)A−1r ]−1 = [A+ (B − A)]A−1r [I + (B − A)A−1r ]−1 =
= [I + (B − A)A−1r ][I + (B − A)A−1r ]−1 = I.
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Здесь

[I + (B − A)A−1r ]−1 =
∞∑
k=0

(−1)k[(B − A)A−1r ]k.

Следовательно, B−1r = A−1r [I + (B − A)A−1r ]−1, и имеет место
приведенная в лемме оценка.
Докажем сходимость основного метода Ньютона - Канторовича.
Теорема 6.7 [12]. Пусть X и Y – банаховы пространства, и

пусть выполнены условия:
1) ‖K(x0)‖ ≡ η0;
2) оператор K имеет производную Гато в окрестности точки x0,

и существует правый обратный оператор [K ′(x0)]−1r с нормой

‖[K ′(x0)]−1r ‖ = B0; (6.32)

3) в сфере S{x : ‖x− x0‖ ≤ B0η0
1−q } (q < 1) выполняется условие

‖K ′(x1)−K ′(x2)‖ ≤ q/(B0(1 + q)).
В этом случае уравнение (6.27) имеет в S решение x∗, к которому

сходятся приближения (6.28), и справедлива оценка ‖x∗ − xn‖ ≤
≤ qnη0B0/(1− q).
Доказательство. Прежде всего покажем, что во всей области S

существует равномерно ограниченный правый обратный оператор
[K ′(xn)]−1r . В самом деле, из леммы Л.С. Раковщика следует, что

‖[K ′(xn)]−1r ‖ ≤ (1 + q)B0. (6.33)

Покажем теперь, что все приближения, получаемые по формуле
(6.28), где под [K ′n(xn)]−1 понимается правый обратный оператор
для K ′(xn), удовлетворяющий равенству (6.32), лежат в S. Дей-
ствительно, ‖x1 − x0‖ = ‖[K ′(x0)]−1r K(x0)‖ ≤ B0η0 < B0η0/(1 − q),
т. е. x1 ∈ S.
Пусть уже доказано, что xm ∈ S для m ≤ n. Так как xn−xn−1 =

= [K ′(x0)]−1r K(xn−1), то по лемме 6.1

‖xn−1−xn‖ ≤ ‖[K ′(xn)]−1r [K(xn)−K(xn−1)−K ′(xn−1)(xn−xn−1)]‖ ≤
≤ q‖xn − xn−1‖. (6.34)

Отсюда следует, что ‖xn+1 − x0‖ ≤ n∑
k=0
qkB0η0, т. е. xn+1 ∈ S.

Из (6.34) следует, что последовательность {xn}− фундаменталь-
ная и, следовательно, существует элемент x∗ = lim xn. Так как
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K(xn) =
= −K ′(xn)(xn+1 − xn), то K(x∗) = 0. Из (6.34) следует, что

‖x∗ − xn‖ ≤
∞∑
k=n

qkB0η0 ≤ q
nB0η0

1− q .

Теорема доказана.
Замечание. Если решение x∗ уравнения (6.27) входит в какую-

нибудь область Sn = S ∩∆R(xn), где ∆R(xn) – область значений
оператора [K ′(xn)]−1r (xn ∈ S), удовлетворяющего неравенствам
(6.32), (6.33), то оно единственно в этой области. В самом деле,
пусть x∗ и x ∈ Sn являются решениями уравнения (6.27). Тогда
‖x∗−x‖ = ‖[K ′(xn)]−1r [K(x∗)−K(x)−K ′(xn)(x∗−x)]‖ ≤ q‖x∗−x‖ <

< ‖x∗ − x‖. (6.35)

Отсюда следует единственность решения в этой области.
Рассмотрим решение уравнения (6.27) модифицированным ме-

тодом Ньютона − Канторовича.
Теорема 6.8 [12]. Пусть X и Y – банаховы пространства, и

пусть выполнены условия:
1) ‖K(x0)‖ ≡ η0;
2) оператор K имеет производную Гато в окрестности точки

x0, и существует правый обратный оператор R(x0) = [K ′(x0)]−1r с
нормой ‖R(x0)‖ = B0;
3) в сфере S{x : ‖x− x0‖ ≤ B0η0

1−q } (q < 1) выполняется условие
‖K ′(x1)−K ′(x2)‖ ≤ q/B0.
В этом случае уравнение (6.27) имеет в S решение x∗, к которому

сходятся приближения (6.29), и справедлива оценка ‖x∗ − xn‖ ≤
≤ qnη0B0/(1− q). Решение x∗ единственно в пересечении S ∩ (x0+
∆R(x0)).
Доказательство теоремы подобно доказательству теоремы 6.7.

7. Элементы теории краевых задач и сингулярных
интегральных уравнений

В параграфе приводятся сведения из теории краевых задач и
сингулярных интегральных уравнений, используемые в третьей
и четвертой главах. При изложении этого материала мы следуем
книге [66].

7.1. Интегралы типа Коши
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Пусть L − некоторый гладкий замкнутый контур плоскости
комплексной переменной z. Под гладким контуром понимается
простая (без точек самопересечения) замкнутая или незамкнутая
линия с непрерывно меняющейся касательной, не имеющая точек
возврата. Область, заключенную внутри контура L, будем назы-
вать внутренней и обозначать через D+, а область, лежащую вне
контура L, будем называть внешней и обозначать через D−.
Пусть f(z) − функция аналитическая в области D+ и непрерыв-

ная в области D+ ∪L. В теории функции комплексной переменной
известна формула Коши [66]

1

2πi

∫
L

f(τ)

τ − zdτ =
{
f(z), если z ∈ D+,
0, если z ∈ D−. (7.1)

Если функция f(z) аналитическая в области D− и непрерывная
в области D− ∪ L, то справедлива формула

1

2πi

∫
L

f(τ)

τ − zdτ =
{
f(∞), если z ∈ D+,
−f(z) + f(∞), если z ∈ D−. (7.2)

Положительное направление обхода контура L берется, как при-
нято в теории функций комплексной переменной, таким образом,
чтобы область D+ оставалась слева.
Рассмотрим интеграл

Jϕ =
b∫
a

f(τ)

τ − tdτ, a < t < b. (7.3)

Известно, что этот интеграл не берется ни в смысле Римана, ни
в смысле Лебега. Для того, чтобы придать интегралу (7.3) смысл,
Коши ввел новый тип интегралов (так называемые интегралы в
смысле главного значения по Коши). Исторически интегралы в
смысле главного значения по Коши являются одним из первых
методов регуляризации расходящихся интегралов. Подробнее об
этом см. [69].
Определение 7.1 [66]. Главным значением по Коши особого

интеграла
b∫
a
f(τ)(τ − c)−1dτ, a < c < b, называется предел

lim
η→0

 c−η∫
a

f(τ)

τ − cdτ +
b∫

c+η

f(τ)

τ − cdτ
 .

Покажем, что если f(t) ∈ Hα(A) (0 < α ≤ 1), то существует
интеграл

b∫
a
f(τ)(τ − c)−1dτ, a < c < b.
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В самом деле, из определения интеграла в смысле главного зна-
чения по Коши следуют его однородность и аддитивность. Поэто-
му

b∫
a

f(τ)

τ − cdτ =
b∫
a

f(τ)− f(c)
τ − c dτ + f(c)

b∫
a

dτ

τ − c. (7.4)

Первый из интегралов в правой части предыдущего равенства
есть несобственный интеграл Римана. Это следует из неравенства
|f(τ)−f(c)|/|τ−c| ≤ A|τ−c|α/|τ−c| ≤ A/|τ−c|1−α и критерия Коши
существования несобственных интегралов [158]. Второй интеграл
из правой части равенства (7.4) по определению равен

b∫
a

dτ

τ − c = ln
∣∣∣∣∣ b− ca− c

∣∣∣∣∣ .
Равенство (7.4) широко используется в теории сингулярных ин-

тегральных уравнений.
Определим теперь главное значение по Коши особого интеграла

на криволинейном контуре. Рассмотрим интеграл

Jf =
∫
L

f(τ)

τ − tdτ, t ∈ L,

где L − гладкая кривая в плоскости комплексной переменной z.
Проведем из точки t контура, как из центра, окружность радиу-

са r, и пусть t1, t2 − точки пересечения этой окружности с кривой
L. Радиус r будем считать настолько малым, чтобы окружность
не имела с контуром L других точек пересечения кроме t1 и t2.
Обозначим часть контура L, вырезанного окружностью, через l и
возьмем интеграл по оставшейся дуге

∫
L\l
f(τ)
τ−t dτ.

Определение 7.2 [66]. Предел интеграла
∫
L\l
f(τ)
τ−t dτ при r →

0 называется главным значением по Коши особого интеграла∫
L

f(τ)
τ−t dτ.

В теории краевых задач и сингулярных интегральных уравне-
ний широко применяются формулы Сохоцкого − Племеля.
Пусть L− замкнутый контур. Рассмотрим интеграл

Φ(z) =
1

2πi

∫
L

ϕ(τ)

τ − zdτ,

где функция ϕ(t) удовлетворяет условие Гельдера.
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Будем обозначать предельное значение функции Φ(z) при стрем-
лении точки z изнутри контура L к точке t на контуре L через
Φ+(t), а предельное значение функции Φ(z) при стремлении точки
z извне контура к точке t на контуре L через Φ−(t).
Справедливы следующие формулы, называемые формулами Со-

хоцкого − Племеля:

Φ+(t) =
1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫
L

ϕ(τ)

τ − tdτ, t ∈ L,

Φ−(t) = −1
2
ϕ(t) +

1

2πi

∫
L

ϕ(τ)

τ − tdτ, t ∈ L. (7.5)

Формулы (7.5) часто используются и в такой форме

Φ+(t)− Φ−(t) = ϕ(t), Φ+(t) + Φ−(t) = 1
πi

∫
L

ϕ(τ)

τ − tdτ. (7.6)

При исследовании приближенных методов решения полисингу-
лярных интегральных уравнений понадобятся формулы Сохоцкого
для кратных интегралов типа Коши.
Приведем эти формулы, следуя монографии [66].
Рассмотрим интеграл

Φ(z1, z2) =
1

(2πi)2

∫
L

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2
(τ1 − z1)(τ2 − z2) ,

где ϕ ∈ Hαα(0 < α ≤ 1), L = γ1 × γ2, γi− простой гладкий замкну-
тый контур в плоскости комплексной переменной zi (i = 1, 2).
Контур γi делит плоскость комплексной переменной zi на две

части: внутреннюю −D+i и внешнюю −D−i , i = 1, 2. Топологи-
ческие произведения D±± = D±1 × D±2 называются регулярными
бицилиндрическими областями.
Обозначим через Φ±±(t1, t2) предельные значения интеграла

Φ(z1, z2), когда точка (t1, t2) ∈ D±± стремится к точке (t1, t2) ∈ L.
Введем обозначения

S1ϕ =
1

2πi

∫
γ1

ϕ(τ1, t2)

τ1 − t1 dτ1,

S2ϕ =
1

2πi

∫
γ2

ϕ(t1, τ2)

τ2 − t2 dτ2,
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S12ϕ =
1

(2πi)2

∫
L

ϕ(τ1, τ2)dτ1dτ2
(τ1 − t1)(τ2 − t2) .

Формулы Сохоцкого записываются в двух эквивалентных видах

Φ++ =
1

4
(ϕ+ S1ϕ+ S2ϕ+ S12ϕ), Φ

−− =
1

4
(ϕ− S1ϕ− S2ϕ+ S12ϕ),

Φ+− =
1

4
(−ϕ−S1ϕ+S2ϕ+S12ϕ), Φ−+ = 1

4
(−ϕ+S1ϕ−S2ϕ+S12ϕ),

или
Φ++ ± Φ+− ± Φ−+ + Φ−− =

{
S12ϕ
ϕ,

Φ++ ∓ Φ+− ± Φ−+ − Φ−− =
{
S1ϕ
S2ϕ.

При обосновании аналитических и численных методов решения
краевой задачи Римана и сингулярных интегральных уравнений
необходимо знать гладкость функции

Φ(t) =
1

2πi

∫
L

ϕ(τ)

τ − t, t ∈ L,

при различных предположениях о гладкости функции ϕ(t).
В случае, если ϕ(t) ∈ Hα (0 < α ≤ 1), вопрос о гладкости

функции Φ(t) решается теоремой Привалова.
Теорема Привалова [66]. Если L − гладкий замкнутый кон-

тур и ϕ(t) удовлетворяет на L условию Гельдера с показателем α
(0 < α ≤ 1), то сингулярный интеграл Φ(t) также удовлетворяет
этому условию с показателем α, если 0 < α < 1, и показателем
1− ε, если α = 1. Здесь ε - как угодно малое положительное число.

7.2. Краевая задача Римана

Прежде чем переходить к изучению теории краевой задачи
Римана, напомним несколько утверждений теории функций ком-
плексной переменной, которыми будем часто пользоваться на про-
тяжении этого пункта.
Пусть L − гладкий замкнутый контур, а G(t) − заданная на

нем непрерывная функция, не обращающаяся в нуль.
Определение 7.3. Индексом функции G(t) по контуру L на-

зывается разделенное на 2π приращение ее аргумента при обходе
кривой L в положительном направлении.
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Индекс функции G(t) записывается в виде

χ = IndG(t) =
1

2π
[argG(t)]L,

где через [argG(t)]L обозначено приращение функции G(t) при об-
ходе контура L в положительном направлении.
Нетрудно видеть, что

χ =
1

2π
[lnG(t)]L =

1

2π

∫
L

d[argG(t)] =
1

2πi

∫
L

d lnG(t) =

=
1

2πi

∫
L

G′(t)
G(t)

dt. (7.7)

Последний интеграл является логарифмическим вычетом функ-
ции G(t). Из формулы (7.7) и теоремы о логарифмическом вычете
вытекают основные свойства индекса [66]:
1. Индекс функции, непрерывной на контуре L и нигде не обра-

щающейся в нуль на контуре L , есть целое число или нуль.
2. Индекс произведения функций равен сумме индексов сомно-

жителя. Индекс частного двух функций равен разности индексов
делимого и делителя.
3. Если G(t) есть краевое значение функции, аналитической вну-

три или вне контура, то индекс ее равен числу нулей внутри кон-
тура или, соответственно, числу нулей вне контура, взятому со
знаком минус.
4. Если функция G(t) аналитическая внутри контура, за ис-

ключением конечного числа точек, где она может иметь полюсы,
то число нулей нужно заменить на разность числа нулей и числа
полюсов.
Нули и полюсы считаются с учетом их кратности.
Теорема об аналитическом продолжении [66]. Пусть две

области D1 и D2 граничат вдоль некоторой гладкой кривой L; в
областях D1 и D2 заданы аналитические функции f1(z) и f2(z).
Предположим, что при стремлении точки z к кривой L обе функ-
ции стремятся к предельным значениям, непрерывным на кривой
L, причем эти предельные значения равны между собой. При этих
условиях функции f1(z), f2(z) будут аналитическим продолжением
друг друга.
Теорема Лиувилля (обобщенная) [66]. Пусть f(z) анали-

тична во всей плоскости комплексной переменной, за исключением
точек a0 = ∞, ak(k = 1, 2, . . . , n), где она имеет полюсы, причем
главные части разложений функции f(z) в окрестности полюсов
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имеют вид:
в точке a0 ;G0(z) = c01z + c

0
2z + . . . + c

0
m0
zm0,; в точках ak

Gk

(
1

z − ak
)
=

ck1
z − ak +

ck2
(z − ak)2 + . . .+

ckmk
(z − ak)mk .

Тогда функция f(z) есть рациональная функция и может быть
представлена формулой

f(z) = C +G0(z) +
n∑
k=1

Gk

(
1

z − ak
)
,

где С − константа.
Постановка задачи Римана . Даны простой гладкий контур

L, делящий плоскость комплексной переменной z на две части:
внутреннюю D+ и внешнюю D−, и две функции точек контура
G(t) и g(t), удовлетворяющие условию Гельдера, причем G(t) не
обращается в нуль на L. Требуется найти две функции: Φ+(z)−
аналитическую в области D+ и Φ−(z)− аналитическую в области
D−, включая бесконечно удаленную точку z = ∞, удовлетворяю-
щие на контуре L уравнениям

Φ+(t) = G(t)Φ−(t) (однородная задача), (7.8)

Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t) (неоднородная задача). (7.9)

Две функции Φ+(z) и Φ−(z) можно определить как одну кусочно-
аналитическую функцию Φ(z) = (Φ+(z),Φ−(z)).
Функция G(t) называется коэффициентом задачи Римана, а

функция g(t)− ее свободным членом.
Решение задачи Римана основано на решении задачи об опреде-

лении кусочно-аналитической функции Φ(z) по заданному скачку.
Требуется найти кусочно-аналитическую функцию Φ(z), исчезаю-
щую на бесконечности и испытывающую при переходе через кон-
тур L скачок ϕ(t) (ϕ(t) ∈ Hα, 0 < α ≤ 1), т.е. удовлетворяющую
уравнению

Φ+(t)− Φ−(t) = ϕ(t). (7.10)

Из формул Сохоцкого − Племеля (7.5) или (7.6) следует, что
решением задачи о скачке (7.10) является функция

Φ(z) =
1

2πi

∫
L

ϕ(τ)

τ − zdτ.
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Если отбросить условие Φ−(∞) = 0, то решением задачи о скач-
ке является функция

Φ(z) = C +
1

2πi

∫
L

ϕ(τ)

τ − zdτ,

где C = const.
Определение 7.4 [66]. Индекс χ коэффициента G(t) задачи

Римана называется индексом задачи.
Пусть однородная краевая задача Римана (7.8) разрешима, и

пусть функции Φ+(z) и Φ−(z) − ее решение. Обозначим число ну-
лей функции Φ+(z) в области D+ через N+, а число нулей функции
Φ−(z) в области D− − через N−. Вычислив индекс от обеих частей
равенства (7.8) и воспользовавшись тем, что индекс произведения
равен сумме индексов сомножителей, имеем:

N+ +N− = IndG = χ. (7.11)

Из равенства (7.11) можно сделать следующие выводы:
1) для разрешимости однородной задачи Римана необходимо,

чтобы индекс задачи был неотрицательным (функции Φ+(z) и
Φ−(z) по условию полюсов не имеют);
2) если χ > 0, то функции Φ+(z) и Φ−(z), являющиеся решением

задачи, имеют в совокупности χ нулей;
3) если χ = 0, то функции Φ±(z) не имеют нулей.
Эти свойства будут неоднократно использованы ниже.
Исследуем решение однородной задачи Римана отдельно для

случаев, когда индекс равен нулю, больше нуля и меньше нуля.
Пусть индекс равен 0. В этом случае lnG(t) является однознач-

ной функцией, а функции ln Φ+(z) и lnΦ−(z) − аналитическими,
соответственно, в областях D+ и D−. Логарифмируя краевое усло-
вие (7.8), имеем:

ln Φ+(t)− ln Φ−(t) = lnG(t). (7.12)

Уравнение (7.12) является задачей о скачке. Решая ее, имеем:

ln Φ(z) =
1

2πi

∫
L

lnG(τ)

τ − z dτ.

Поэтому

Φ+(z) = eΓ
+(z), Φ−(z) = eΓ

−(z), Γ(z) =
1

2π

∫
L

lnG(τ)

τ − z dτ. (7.13)
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Функции (7.13) дают решение однородной задачи Римана в пред-
положении, что Φ−(∞) = 1. Если отказаться от этого предположе-
ния, то однородная задача имеет бесконечное множество решений,
зависящих от произвольного параметра A:

Φ+(z) = AeΓ
+(z), Φ−(z) = AeΓ

−(z). (7.14)

Следовательно, в этом случае имеется только одно линейно не-
зависимое решение. Если ищется решение, равное нулю на беско-
нечности (Φ−(∞) = 0), то однородная задача Римана имеет только
тривиальное (нулевое) решение. Это замечание понадобится ниже
при исследовании разрешимости сингулярных интегральных урав-
нений.
Кроме того, отметим важное следствие, которое широко приме-

няется при обосновании проекционных методов решения сингуляр-
ных интегральных уравнений.
Следствие 7.1 [66]. Заданную на контуре L произвольную

функцию G(t), удовлетворяющую условию Гельдера, не равную
нулю ни в одной точке контура L и имеющую индекс, равный нулю,
можно представить в виде отношения функций Φ+(t) и Φ−(t), явля-
ющихся краевыми значениями функций, аналитических в обла-
стях D+, D− и не имеющих в этих областях нулей. Эти функции
определяются с точностью до константы формулой (7.14).
Исследуем теперь случай, когда χ > 0. Для определенности бу-

дем считать, что начало координат расположено в области D+.
Запишем краевое условие в виде

Φ+(t) = tχ(G(t)t−χ)Φ−(t). (7.15)

Очевидно, функция G1(t) = G(t)t−χ имеет индекс, равный нулю.
Представим функцию G1(t) в виде G1(t) = Ψ+(t)/Ψ−(t), где

Ψ±(t) = exp(Γ±(t)), Γ(z) =
1

2πi

∫
L

ln(G1(τ)τ
−χ)

τ − z dτ. (7.16)

Краевое условие (7.15) эквивалентно следующему:

Φ+(t)

Ψ+(t)
= tχ
Φ−(t)
Ψ−(t)

. (7.17)

Анализируя соотношение (7.17), нетрудно заметить, что его ле-
вая часть является аналитической функцией в области D+, а пра-
вая часть − аналитической в области D− всюду, за исключением
бесконечно удаленной точки, в которой она имеет полюс порядка
не выше χ. Поэтому по теореме об аналитическом продолжении
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левая и правая части равенства (7.16) являются ветвями одной и
той же аналитической функции, единственной особенностью кото-
рой является полюс в бесконечно удаленной точке. Следовательно,
по обобщенной теореме Лиувилля

Φ+(t)

Ψ+(t)
= tχ
Φ−(t)
Ψ−(t)

= Pχ(t), (7.18)

где Pχ(t) =
χ∑
k=0
αkt

k − полином степени χ с произвольными коэф-
фициентами.
Из выражения (7.18) имеем

Φ+(z) = eΓ
+(z)Pχ(z), Φ

−(z) =
eΓ
−(z)

zχ
Pχ(z). (7.19)

Таким образом, получено следующее утверждение.
Теорема 7.1 [66]. Если индекс χ однородной краевой задачи

Римана положителен, то задача имеет χ + 1 линейно независи-
мых решений Φ+k (z) = z

keΓ
+(z), Φ−k (z) = zk−χeΓ

−(z), k = 0, 1, . . . , χ.
Общее решение содержит χ+1 произвольных постоянных и опре-
деляется формулой (7.19).
Из этой теоремы следует, что если индекс χ = 0, то однородная

задача имеет одно линейно независимое решение.
Если индекс χ < 0, то однородная задача не имеет решений,

отличных от тривиального.
Перейдем к исследованию неоднородной краевой задачи Римана.
Для удобства исследования введем каноническую функцию од-

нородной задачи.
Определение 7.5 [66]. Порядком аналитической функции Φ(z)

в некоторой точке z0 называется показатель низшей степени в раз-
ложении Φ(z) в ряд по степеням (z − z0). Отметим, что в окрест-
ности бесконечно удаленной точки разложение проводится по сте-
пеням 1/z.
Определение 7.6 [66]. Канонической функцией однородной за-

дачи Римана называется кусочно-аналитическая функция, удовле-
творяющая краевому условию (7.8) и имеющая нулевой порядок
всюду в конечной части плоскости комплексной переменной. В бес-
конечно удаленной точке ее порядок будет равен χ.
Записывая краевое условие задачи Римана в виде

Φ+(t) = tχ[t−χG(t)]Φ−(t)
и повторяя проведенные выше при решении однородной задачи
рассуждения, получаем каноническую функцию:

X+(z) = eΓ
+(z), X−(z) = z−χeΓ

−(z),
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где Γ(z) определено формулой (7.16).
После этих предварительных замечаний переходим к исследова-

нию неоднородной задачи Римана. Представив коэффициент зада-
чи G(t) в виде G(t) = X+(t)/X−(t), приведем уравнение (7.9) к
виду

Φ+(t)

X+(t)
=
Φ−(t)
X−(t)

+
g(t)

X+(t)
.

Воспользовавшись теоремой Привалова, можно показать, что
функции X±(t) удовлетворяют условию Гельдера, и так как
X+(t) 6= 0 на контуре L, то функция g(t)/X+(t) также удовлетво-
ряет условию Гельдера. Поэтому эту функцию можно представить
в виде

g(t)

X+(t)
= ψ+(t)− ψ−(t), где ψ(z) = 1

2πi

∫
L

g(τ)

X+(τ)

dτ

τ − z .

Тогда краевое условие можно записать в виде

Φ+(t)

X+(t)
− ψ+(t) = Φ

−(t)
X−(t)

− ψ−(t). (7.20)

Исследуем полученное равенство при различных значениях χ.
Пусть χ ≥ 0. Левая часть равенства (7.20) является функцией
аналитической в области D+, а правая часть является функцией
аналитической в области D− всюду, за исключением бесконечно
удаленной точки, в которой она имеет полюс порядка χ. Следова-
тельно, по
обобщенной теореме Лиувилля

Φ+(t)

X+(t)
− ψ+(t) = Φ

−(t)
X−(t)

− ψ−(t) = Pχ(t).
Отсюда следует решение

Φ(z) = X(z)[ψ(z) + Pχ(z)], (7.21)

где Pχ(z) − полином степени χ с произвольными коэффициентами.
Очевидно, формула (7.21) дает общее решение неоднородной за-

дачи Римана, так как в ней содержится решение X(z)Pχ(z) одно-
родной задачи.
Рассмотрим теперь случай, когда χ < 0. В этом случае функ-

ция Φ−(z)/X−(z) равна нулю на бесконечности и, следовательно,
равенство (7.20) имеет вид

Φ+(z)

X+(z)
− ψ+(z) = Φ

−(z)
X−(z)

− ψ−(z) = 0.
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Отсюда следует, что

Φ(z) = X(z)Ψ(z). (7.22)

В выражении Φ−(z) = X−(z)ψ−(z) множитель X−(z) имеет на
бесконечности полюс порядка −χ, а множитель ψ−(z) (как инте-
грал типа Коши) имеет на бесконечности нуль первого порядка.
Следовательно, функция Φ−(z) имеет на бесконечности полюс по-
рядка не выше чем −χ − 1. Таким образом, если χ = −1, то не-
однородная задача разрешима и ее решение единственно, а если
χ < −1, то неоднородная задача в общем случае неразрешима.
Для ее разрешимости необходимо, чтобы функция ψ−(z) в окрест-
ности бесконечно удаленной точки имела нуль −χ−1 порядка. Для
этого необходимо, чтобы первые −χ−1 коэффициента разложения
функции ψ−(z) в ряд Тейлора в окрестности бесконечно удаленной
точки

ψ−(z) =
∞∑
k=1

ckz
−k, ck = − 1

2πi

∫
L

g(τ)

X+(τ)
τ k−1dτ,

были бы равны нулю: ck = 0, k = 1, 2, . . . ,−χ− 1.
Тогда решение неоднородной задачи выражается формулой

(7.22).
Таким образом, справедливо следующее утверждение.
Теорема 7.2 [66]. В случае χ > 0 неоднородная задача Римана

разрешима при любом свободном члене и ее общее решение дается
формулой

Φ(z) =
X(z)

2πi

∫
L

G(τ)

X+(τ)

dτ

τ − z +X(z)Pχ(z),

где X(z) − каноническая функция, а Pχ(z) − полином степени χ
с произвольными комплексными коэффициентами. Если χ = −1,
то неоднородная задача также разрешима и имеет единственное
решение. В случае χ < −1 неоднородная задача в общем случае
неразрешима. Для того, чтобы она была разрешима, необходимо
и достаточно, чтобы свободный член задачи удовлетворял −χ− 1
условиям ck = 0, k = 1, 2, . . . , χ − 1. При выполнении последних
единственное решение задачи дается предыдущей формулой, где
нужно положить Pχ(z) ≡ 0.

7.3. Сингулярные интегральные уравнения

Приведенные выше методы решения краевой задачи Римана
оказываются полезными при исследовании сингулярных инте-
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гральных уравнений (с.и.у.) на замкнутом контуре L

Kx ≡ a(t)x(t) + b(t)
πi

∫
L

h(t, τ)x(τ)

τ − t dτ = f(t). (7.23)

При исследовании с.и.у. вида (7.23), как правило, выделяют ха-
рактеристический оператор

K0x ≡ a(t)x(t) + b(t)
πi

∫
L

x(τ)

τ − tdτ, b(t) = h(t, t)

и вполне непрерывный оператор

Hx =
∫
L

h(t, τ)− h(t, t)
τ − t x(τ)dτ.

Вначале исследуем разрешимость характеристического уравне-
ния

K0x ≡ a(t)x(t) + b(t)
πi

∫
L

x(τ)

τ − tdτ = f(t). (7.24)

Одним из методов решения характеристических уравнений
является его сведение к краевой задаче Римана.
Введем кусочно-аналитическую функцию, заданную интегралом

типа Коши, плотностью которого служит искомое решение харак-
теристического уравнения

Φ(z) =
1

2πi

∫
L

x(τ)

τ − zdτ.

Используя формулы Сохоцкого − Племеля, имеем:

x(t) = Φ+(t)− Φ−(t), 1
2πi

∫
L

x(τ)

τ − t = Φ
+(t)− Φ−(t). (7.25)

Подставляя в уравнение (7.24) вместо x(t) и 1
2πi

∫
L

x(τ)
τ−t их значения

по формуле (7.25), приходим к краевой задаче:

Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t), (7.26)

где

G(t) =
a(t)− b(t)
a(t) + b(t)

, g(t) =
f(t)

a(t) + b(t)
.
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Так как решение уравнения (7.24) ищем в виде интеграла типа
Коши Φ(z), который на бесконечности равен нулю, то решение
краевой задачи (7.26) ищем при дополнительном условии

Φ−(∞) = 0. (7.27)

Индекс коэффициента G(t) краевой задачи Римана (7.26) назы-
вается индексом сингулярного интегрального уравнения (7.24).
Нормальным (не исключительным) случаем уравнения (7.24)

называется случай [125], когда коэффициент G(t) соответствую-
щей краевой задачи Римана не обращается на контуре L в нуль
или бесконечность. Исключительным случаем сингулярного ин-
тегрального уравнения называется случай [125], когда соответ-
ствующий коэффициент G(t) обращается в нуль или бесконеч-
ность на контуре L. Нетрудно видеть, что в нормальном случае
a2(t)− b2(t) 6= 0 на L.
Повторяя рассуждения, проведенные при решении краевой за-

дачи Римана, и учитывая условия (7.27), приходим к следующему
утверждению.
Теорема 7.3 [66]. Если χ > 0, то однородное уравнение

K0ϕ = 0 имеет χ линейно независимых решений. Если χ ≤ 0, то
однородное уравнение имеет только тривиальное (нулевое) реше-
ние. Если χ ≥ 0, то неоднородное уравнение разрешимо при любой
правой части g(t) и его общее решение зависит от χ произвольных
постоянных. Если χ < 0, то неоднородное уравнение разрешимо
тогда и только тогда, когда его правая часть f удовлетворяет −χ
условиям ∫

L

ψk(t)f(t)dt = 0,

где ψk(t) = z(t)−1tk−1, z(t) = [a(t) + b(t)]X+(t) = [a(t)− b(t)]X−(t).
Рассмотрим теперь общее сингулярное интегральное уравнение

Kx ≡ a(t)x(t) + b(t)
πi

∫
L

x(τ)

τ − tdτ +
∫
L

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t). (7.28)

В настоящее время неизвестны методы решения полных сингу-
лярных интегральных уравнений вида (7.28) в замкнутой форме.
Их исследование проводится с помощью методов регуляризации,
подробное изложение которых дано в [66], [125].
Результатом этого исследования являются теоремы Нетера.
Теорема I. Число решений сингулярного интегрального урав-

нения (7.28) конечно.
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Теорема II. Необходимым и достаточным условием разреши-
мости сингулярного интегрального уравнения (7.28) является вы-
полнение равенства

∫
L
f(t)ψj(t)dt = 0, j = 1, 2, . . . , n

′, где ψj(t),

j = 1, 2, . . . , n′, − полная система линейно независимых решений
союзного однородного уравнения K ′ψ = 0, где

K ′ψ ≡ a(t)ψ(t)− 1
πi

∫
L

b(τ)ψ(τ)

τ − t dτ +
∫
L

h(τ, t)ψ(τ)dτ.

Теорема III. Разность числа n линейно независимых решений
особого уравнения Kx = 0 и числа n′ линейно независимых реше-
ний союзного уравнения K ′ψ = 0 зависит лишь от характеристи-
ческой части оператора K и равна ее индексу, т.е. n− n′ = χ.
8. Краткий обзор методов решения интегральных

уравнений Вольтерра и Фредгольма

8.1. Аналитические методы решения интегральных
уравнений Вольтерра

Линейные интегральные уравнения Вольтерра первого и второ-
го рода определяются, соответственно, как функциональные урав-
нения вида

Hx ≡
t∫
0

(t− s)−αh(t, s)x(s)ds = f(t) (8.1)

и

Kx ≡ x+Hx ≡ x(t) +
t∫
0

(t− s)−αh(t, s)x(s)ds = f(t), (8.2)

где f(t) − данная функция, ядро h(t, s) определено в области
D := {(t, s) : 0 ≤ s ≤ t ≤ b}, x(t) − неизвестная функция,
0 ≤ α < 1.
Отметим, что при любых α(0 ≤ α < 1) операторHx− линейный

оператор, действующий из C[0, b] в C[0, b].
Первые работы по интегральным уравнениям видов (8.1) и (8.2)

датируются началом XIX в. В статьях [162] и [163], опубликован-
ных в 1823 и 1826 гг., Н. Х. Абель показал, что решение задачи о
таутохроне сводится к интегральному уравнению (8.1), у которого
h(t, s) ≡ 1, α = 1/2. Задача о таутохроне формулируется следу-
ющим образом. Материальная точка под действием силы тяже-
сти движется в вертикальной плоскости x0y по некоторой кривой.
Требуется определить эту кривую так, чтобы материальная точ-
ка, начав свое движение без начальной скорости в точке кривой с
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ординатой у , достигла оси х за время t = f(y), где функция f(y)
задана заранее. Н. Х. Абель получил решение уравнения (8.1) при
h(t, τ) ≡ 1 и произвольном α (0 < α < 1) в замкнутой форме

x(t) = c2
d

dt
{
t∫
0

(t− s)α−1f(s)ds}, 0 < t < b. (8.3)

Здесь cα = (sin(απ))/π. В случае если f ∈ C1[0, b] и f(0) = 0, то
имеется пара взаимообратимых формул

t∫
0

(t− s)−αx(s)ds = f(t), x(t) = cα
t∫
0

(t− s)α−1f ′(s)ds. (8.4)

Позднее Ж. Лиувилль, которому, по-видимому, были неизвест-
ны работы Н. Х. Абеля, вновь получил решение уравнения (8.1)
при h(t, s) ≡ 1 и 0 ≤ α < 1.
Более общее уравнение первого рода, у которого функция (t −

s)−α заменена ядром a(t− s), где

a(t) = t−α
∞∑
j=0

cjt
j

Γ(1 + j − α) ,

c0 = 1, Γ − гамма - функция, было решено в замкнутой форме
Н. Я. Сониным [195].
Формулы (8.3) и (8.4), полученные Н. Х. Абелем и Ж. Лиувил-

лем, возобновили интерес к исследованию дробного дифференци-
рования и интегрирования, история которых восходит к Лейбницу
и Эйлеру. Mетоды дробного дифференцирования и интегрирова-
ния подробно изложены в книге [140], в которой имеется обширная
библиография, охватывающая весь период развития этого напра-
вления.
История собственно уравнений Вольтерра обычно исчисляется

с 1896 г, когда В. Вольтерра была опубликована общая теория
уравнений (8.1) [197]. В. Вольтерра для исследования разрешимо-
сти уравнения (8.1) при α = 0 привел его к уравнениям второго
рода вида (8.2). Для этого уравнение (8.1) дифференцированием
по переменной t сводилось к уравнению

h(t, t)x(t) +
t∫
0

h′t(t, τ)x(τ)dτ = f
′(t) (8.5)

и в предположении, что h(t, t) 6= 0 на сегменте [a, b], делением обеих
частей уравнения (8.5) на h(t, t) сводилось к уравнению (8.2).
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В. Вольтерра получил решение уравнения (8.2) в виде формулы

x(t) = f(t) +
t∫
0

R(t, s)f(s)ds,

где R(t, s) − резольвента уравнения (8.2), определяемая формулой

R(t, s) =
∞∑
l=1

hl(t, s),

а ядра hl(t, s) вычисляются по рекуррентной формуле

hl(t, s) =
t∫
s

h(t, v)hl−1(v, s)dv,

l = 1, 2, 3, . . . , h1(t, s) = h(t, s).
В. Вольтерра доказал равномерную абсолютную сходимость

этих рядов в области D = [0, b]2 для любого непрерывного ядра
h(t, τ).
Результаты В. Вольтерра были совершенно новыми для свое-

го времени, однако, как отмечает G. Brunner [167], [168], методы
их получения не были совершенно новыми. В своей диссертации
[184], опубликованной в 1894 г., Le Roux изучал методы решения
уравнения (8.1) (при f(0) = 0), используя подобный аппарат, но
не доказывая равномерной сходимости рядов.
Термин ”интегральные уравнения второго рода с переменным

верхним пределом” (сейчас эти уравнения называются уравнения-
ми Вольтерра второго рода) был введен в 1908 г. Т. Лалеско [182],
причем классификация интегральных уравнений, как интеграль-
ных уравнений первого, второго и третьего рода, была впервые
введена Д. Гильбертом, хотя термин ”интегральные уравнения”
был использован еще Дю буа-Раймондом [172] в 1888 г.
Ряды, составленные из итерированных ядер, использовали при

решении различных задач Caque и Beer, однако они не исследовали
сходимости рядов, составленных из итерированных ядер.
Абсолютная равномерная сходимость рядов, составленных из

итерированных ядер, была исследована Нейманом [186] в 1877 г. С
тех пор сходящиеся ряды, члены которых получены методом по-
следовательных приближений, называются рядами Неймана. С по-
добными рядами нам приходится неоднократно сталкиваться при
исследовании итерационных методов.
В том же 1896 г. В. Вольтерра распространил свои результаты

на слабосингулярные интегральные уравнения первого рода вида
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(8.1), которые он преобразовывал в интегральные уравнения вида
(8.2) с гладкими ядрами.
Случай, когда в уравнении (8.5) h(t, t) обращается в нуль на сег-

менте [0, b], но не равна тождественно нулю, приводит к уравнени-
ям третьего рода. Теорию этих уравнений развивали В. Вольтерра
[197], Т. Лалеско [182], [183] и Г. Т. Девис [171].
Теория интегральных уравнений Вольтерра первого и второго

рода изложена в книге Трикоми [157]. Основные результаты, по-
лученные в теории интегральных уравнений Вольтерра первого,
второго и третьего рода приведены в обзоре З. Б. Цалюка [160].

8.2. Приближенные методы решения
уравнений Вольтерра

Первой работой по приближенным методам решения уравнений
Вольтерра была статья В. Вольтерра [197], в которой для решения
уравнения второго рода

Kx ≡ x+Hx ≡ x(t) +
t∫
0

h(t, τ)(t− τ)−γx(τ)dτ = f(t), 0 ≤ t ≤ b,
(8.6)

при γ = 0 использовалась следующая вычислительная схема. Ра-
зобьем сегмент [0, b] на N частей точками tk, 0 = t0 < t1 < · · · <
tN = b. Обозначим через ∆k сегменты ∆k = [tk, tk+1] с длиной
hk = |tk+1 − tk|, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Приближенное решение уравнения (8.6) В. Вольтерра искал в

виде кусочно-постоянной функции xN(t), равной на каждом интер-
вале [tk, tk+1), hk = tk+1 − tk, подлежащему определению числу xk,
k =
= 0, 1, . . . , N − 1. Значения xk, k = 0, 1, . . . , N − 1, определяются из
системы алгебраических уравнений

xN(tk) +
k−1∑
l=0

hlh(tk, tl)xN (tl) = f(tk), k = 0, 1, . . . , N − 1. (8.7)

Система (8.7) имеет нижнюю треугольную матрицу, причем все
элементы, стоящие на главной диагонали, равны единице. Следо-
вательно, матрица системы (8.7) обратима, а сама система (8.7)
однозначно разрешима.
Систему (8.7) можно записать в операторной форме

KNxN ≡ xN +HNxN = fN , fN = (f(t0), f(t1), . . . , f (tN−1)). (8.8)
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Система уравнений (8.7) (и, следовательно, (8.8)) является част-
ным случаем системы

x(tn) = h
n∑
l=0

pnlh(tn, tl)x(tl)+f(tn), n = k, k+1, . . . , N, k ≥ 1, (8.9)

где tl = lh, l = 0, 1, . . . , N, pkl− коэффициенты квадратурной фор-
мулы.
Вычислительная схема (8.9) предназначена для решения инте-

гральных уравнений вида (8.6) при 0 ≤ γ < 1.
Для приближенного решения уравнений Вольтерра по вычисли-

тельной схеме (8.9) необходимо располагать значениями x(tl) в
точках t0, t1, . . . , tk−1. Для нахождения начальных значений исполь-
зуются методы, предложенные Адамсом, Рунге, Куттом для обык-
новенных дифференциальных уравнений. Приближенные методы
решения интегральных уравнений Вольтерра по вычислительным
схемам вида (8.9) изложены в статье [199]. Важную роль при по-
строении вычислительных методов решения уравнений Вольтерра
играют способы дискретизации интегралов с переменным верхним
пределом. Эти вопросы подробно исследованы в монографии В.И.
Крылова [104].
Как отмечает Г. Бруннер [167], применение вычислительных

схем вида (8.9) при кусочно-постоянной аппроксимации искомой
функции и при аппроксимации интегралов с переменным верхним
пределом по различным квадратурным формулам сопряжено с ря-
дом трудностей: 1) использование этих формул с неравномерным
шагом практически невозможно; 2) необходимо использовать до-
полнительные методы для нахождения начальных значений x(tj),
j = 0, 1, . . . , k − 1; 3) большинство из методов дискретизации не
применимо в случае слабосингулярных интегральных уравнений.
Первое обобщение методов дискретизации Вольтерра принадле-

жит Хуберу [178], который для решения слабосингулярных инте-
гральных уравнений Вольтерра первого рода использовал аппрок-
симацию искомой функции кусочно-непрерывной функцией. Позд-
нее для решения уравнений вида (8.6) Вагнер [198] использовал
локальные кубические сплайны. Начиная с этой работы, для ре-
шения интегральных уравнений Вольтерра начали применять ме-
тоды сплайн-коллокации.
Обзоры аналитических и численных методов решения инте-

гральных уравнений Вольтерра содержатся в [60], [85], [142], [160],
[164], [167] − [169].

8.3. Элементы теории линейных интегральных
уравнений Фредгольма
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В теории интегральных уравнений Фредгольма различают два
основных класса: линейные интегральные уравнения и нелинейные
интегральные уравнения.
Линейные интегральные уравнения имеют вид

a(t)x(t) +
∫
∆

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), t ∈ ∆, (8.10)

где a, h, f − заданные функции, x(t) − искомая функция, ∆ − огра-
ниченная или неограниченная область евклидова пространства од-
ного или многих измерений, dτ − мера в этом пространстве. Как
правило, под dτ понимается элемент объема. Функция h(t, τ) на-
зывается ядром, f(t) − свободным членом, a(t) − коэффициентом
уравнения.
B зависимости от постановки задачи интеграл в уравнении

(8.10) понимается в смысле Римана или Лебега.Функция x(t) явля-
ется решением уравнения (8.10), если после ее подстановки в урав-
нение оно превращается в тождество (если интеграл понимается
в смысле Римана) или правые и левые части уравнения равны
между собой всюду, кроме множества меры нуль (если интеграл
понимается в смысле Лебега).
В зависимости от коэффициента a(t) выделяют три разновид-

ности линейных интегральных уравнений. Если a(t) ≡ 0, то урав-
нение (8.10) называется уравнением первого рода; если a(t) ≡ 1,
то уравнение (8.10) называется уравнением второго рода; если a(t)
обращается в нуль на некотором подмножестве ∆0 (не совпадаю-
щем с ∆), то уравнение (8.10) называется уравнением третьего
рода.
В предыдущих пунктах отмечалось, что первые работы по те-

ории интегральных уравнений относятся к началу XIX в., одна-
ко, как отдельное направление, теория интегральных уравнений
Фредгольма стала формироваться только с конца XIX в.. Это свя-
зано с интересом к интегральным уравнениям Фредгольма, воз-
никшим после того, как было показано, что задача Дирихле для
уравнения Лапласа сводится к интегральному уравнению Фред-
гольма второго рода.
Теория линейных интегральных уравнений была создана И.

Фредгольмом, Д. Гильбертом и Э. Шмидтом.
Задолго до создания теории линейных интегральных уравнений

Фредгольма в работах Ж. Лиувилля, Л. Фукса, Д. Пеано, К. Ней-
манна, Э. Пикара были разработаны и исследованы итерационные
методы решения линейных и нелинейных интегральных уравне-
ний Вольтерра и Фредгольма.
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И. Фредгольм изучал уравнения вида

x(t)− λ
b∫
a

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), t ∈ [a, b], (8.11)

и соответствующие (8.11) однородные уравнения

x(t)− λ
b∫
a

h(t, τ)x(τ)dτ = 0, (8.12)

где λ − числовой параметр. Отметим, что ядра h(t, τ) могут быть
комплексными функциями действительных переменных t и τ , а
параметр λ − комплексным числом.
Напомним, что значение λ, при котором уравнение (8.12) имеет

ненулевое решение, называется характеристическим (или фунда-
ментальным) значением ядра h (или уравнения (8.12)), а ненулевое
решение x(t) уравнения (8.12) – собственной (или фундаменталь-
ной) функцией ядра h (или уравнения (8.12)), соответствующей
собственному значению λ.
Фредгольмом была установлена связь между разрешимостью

уравнений (8.11) и (8.12), а также связь между разрешимостью
уравнений (8.11) и (8.12) и разрешимостью сопряженных к ним
уравнений.
Ядро h∗(t, τ), полученное из данного ядра h(t, τ) перестанов-

кой аргументов и заменой полученной функции на комплексно-
сопряженную, называется сопряженным с данным ядром h(t, τ).
Если ядро вещественное, то h∗(t, τ) = h(τ, t).
Уравнение

z(t)− λ̄
b∫
a

h∗(t, τ)z(τ)dτ = g(t), (8.13)

в которoм g(t) − произвольная квадратично суммируемая функ-
ция, называется сопряженным с уравнением (8.11).
Уравнение

z(t)− λ̄
b∫
a

h∗(t, τ)z(τ)dτ = 0 (8.14)

является однородным уравнением, соответствующим уравнению
(8.13).
И. Фредгольму принадлежат следующие результаты.
Первая теорема Фредгольма. Уравнение (8.12) имеет не бо-

лее счетного множества характеристических чисел, которые могут
сгущаться только на бесконечности.
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Вторая теорема Фредгольма. Если значение λ правильное
(не характеристическое), то как уравнение (8.11), так и сопряжен-
ное к нему уравнение (8.13) разрешимо при любом свободном члене
и решение каждого из этих уравнений единственно. Соответству-
ющие однородные уравнения имеют только тривиальные решения.
Третья теорема Фредгольма. Если значение λ характери-

стическое, то однородное интегральное уравнение (8.12) так же,
как и сопряженное с ним однородное уравнение (8.14), имеют не-
тривиальные решения. Число линейно независимых решений од-
нородного интегрального уравнения (8.12) конечно и равно числу
линейно независимых решений однородного сопряженного уравне-
ния (8.14).
Четвертая теорема Фредгольма. Для того, чтобы неодно-

родное интегральное уравнение (8.11) было разрешимо, необхо-
димо и достаточно, чтобы его свободный член был ортогонален
ко всем решениям соответствующего однородного сопряженного
уравнения (8.14).
Из теорем Фредгольма вытекает альтернатива Фредгольма, ко-

торой часто пользуются при исследовании интегральных уравне-
ний.
Альтернатива Фредгольма. Либо неоднородное уравнение

разрешимо при любой правой части, либо соответствующее од-
нородное уравнение имеет нетривиальное решение.
При доказательстве этих теорем Фредгольм аппроксимировал

интегральный оператор в уравнении (8.11) интегральными сум-
мами и исследовал интегральное уравнение (8.11) как предельный
случай конечной системы алгебраических уравнений.
Позднее Д. Гильберт построил общую теорию линейных инте-

гральных уравнений, опираясь на теорию линейных и билинейных
форм с бесконечным числом переменных. Э. Шмидт независимо
от Фредгольма построил теорию линейных интегральных уравне-
ний с действительными симметричными ядрами. Теория Шмидта
основана на аппроксимации ядра h(t, τ) вырожденными ядрами.
Теория линейных интегральных уравнений при условии сумми-

руемости с квадратом ядра h(t, τ) (по обеим переменным) и правой
части f(t) была построена Карлеманом.
Теория интегральных уравнений Фредгольма второго рода из-

ложена во многих учебниках и монографиях, из которых, в первую
очередь, отметим книги [74], [85], [98], [122], [133], [137], [145], [157].
Интегральные уравнения первого рода являются классическим

примером некорректной по Адамару задачи [154]. Исследование
этого класса уравнений основано на методах регуляризации [111],
[154] и квазирешений [84].
Интегральные уравнения третьего рода исследовались Г. Бейт-
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маном, Э. Пикаром, Дж. Фубини.
Известно, что уравнение Фредгольма второго рода является

частным случаем операторного уравнения

Kx ≡ x−Hx = f, K ∈ [B,B], (8.15)

с компактным оператором H, действующим из банахова простран-
ства В в В.
Ф. Рисс и Ю. Шаудер показали, что теоремы Фредгольма рас-

пространяются на уравнения вида (8.15). Теория операторных
уравнений второго рода вида (8.15) с компактными операторами
изложена в [117].
Краткий обзор приближенных методов решения интегральных

уравнений Фредгольма приведен во второй главе.

9. Обзор приближенных методов решения сингулярных
интегральных уравнений

Теория сингулярных интегральных уравнений (с. и. у.) берет
свое начало в классических работах Д. Гильберта и А. Пуанкаре,
относящихся к началу XX столетия. Первые фундаментальные ре-
зультаты по теории с.и.у. были получены в 20-е гг. прошлого сто-
летия в работах Ф. Нетера и Т. Карлемана. Различные аспекты
теории с.и.у. и краевых задач функций комплексных переменных
изложены в монографиях И. Н. Векуа [58], Н. П. Векуа [59], Ф. Д.
Гахова [66], Ф. Д. Гахова и Ю. И. Черского [67], И. Ц. Гохберга
и Н. Я. Крупника [72], И. Ц. Гохберга и И. А. Фельдмана [73], Р.
В. Дудучавы [79], В. А. Какичева [88], В. Д. Купрадзе [105], В.
Д. Купрадзе и др. [106], Г. С. Литвинчука [112], С. Г. Михлина
[121], С. Г. Михлина и З. Пресдорфа [185], Н. И. Мусхелишвили
[125], Л. Г. Михайлова [120], З. Пресдорфа [135], З. Пресдорфа и Б.
Зильбермана [190], Б.В. Хведелидзе [159].
Несмотря на бурное развитие теории с.и.у., только небольшое

число ее разделов может считаться в основном завершенным.
К таким разделам относится, например, теория одномерных

с.и.у. нормального типа. Многие другие разделы переживают ин-
тенсивное развитие. К таким разделам относятся приближенные
методы решения с.и.у.
Необходимость в развитии приближенных методов решения

с.и.у. диктуется двумя обстоятельствами. Во-первых, с.и.у. нахо-
дят широкое применение в многочисленных областях физики и тех-
ники: теории упругости [63], [79], [105], [106], [124], аэродинамике
[7], [113], электродинамике [98], теории автоматического управле-
ния , квантовой механике [9].
Во-вторых, с.и.у. допускают решение в замкнутой форме только

в очень частных случаях.
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По-видимому, первой работой по приближенным методам реше-
ния с.и.у. была статья М. А. Лаврентьева [108], в которой были
исследованы два приближенных метода решения с.и.у. первого ро-
да

1∫
−1

x(τ)dτ

τ − t = f(t). (9.1)

Уравнениями вида (9.1) описывается обтекание крыла конечно-
го размаха воздушным потоком.
В работе [108] приближенное решение уравнения (9.1) ищет-

ся в виде полигона xn(t), построенного по равноотстоящим узлам
tk, k =
= 1, 2, . . . , n. Значения полигонов в узлах tk, k = 1, 2, . . . , n, опре-
деляются из условий коллокации в тех же узлах.М. А. Лаврентьев
обосновал сходимость метода полигонов в пространстве Гельдера
Hβ (0 < β ≤ 1) в предположении, что искомое решение ищется на
множестве функций ‖xn‖ ≤ A = const.
Примерно в это же время появилась работа Н. Винера и Е. Хоп-

фа [200], в которой был предложен принципиально новый метод
решения некоторых классов уравнений в свертках. Выделенный
ими класс уравнений в свертках называется сейчас уравнениями
Винера − Хопфа.
Проекционные методы решения уравнений в свертках исследо-

ваны в [67], [73], [135], итерационные − в [32].
В монографии А. Г. Рамма [191] введены и исследованы новые

классы интегральных уравнений в свертках.
В.В. Иванов [82, с. 183 − 186] показал, что в общем случае метод

полигонов не может быть применим к уравнению (9.1).
К. Е. Аткинсон [161] заметил, что если разнести узлы полигонов

и точки коллокации, то приближенное решение сходится к точному
в метрике Hβ (0 < β ≤ 1).
Вслед за уравнением (9.1) были исследованы приближенные ме-

тоды решения уравнений видов

a(t)x(t) +
b(t)

πi

∫
γ

x(τ)dτ

τ − t +
∫
γ

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t) (9.2)

и

a(t)x(t) + b(t)
1∫
−1

x(τ)dτ

τ − t +
1∫
−1
h(t, τ)x(τ)dτ = f(t). (9.3)

Здесь γ− единичная окружность с центром в начале координат,
а коэффициенты и правые части уравнений принадлежат классу
функций Гельдера.

57



В. В. Иванов обосновал применимость методов коллокации, наи-
меньших квадратов и Ритца-Галеркина к приближенному реше-
нию уравнений вида (9.2) . Результаты этих исследований подыто-
жены в монографии [82]. При обосновании приближенных методов
решения с.и.у. вида (9.2) В. В. Иванов использовал метод, заключа-
ющийся в том, что уравнение (9.2) и аппроксимирующая его си-
стема уравнений сводятся к краевой задаче Римана и аппроксими-
рующей ее системе уравнений. Для доказательства разрешимости
последней использовалась общая теория приближенных методов.
Этот метод Ф. Д. Гахов назвал функциональным.
В рамках функционального метода автором были получены сле-

дующие результаты.
Был обоснован [11], [17] − [19] метод механических квадратур

для приближенного решения с.и.у.

a(t)x(t) +
1

πi

∫
γ

h(t, τ)x(τ)

τ − t dτ = f(t) (9.4)

в пространствах Гельдера и L2.
В цикле работ И. В. Бойкова [21], [22], И. В. Бойкова и И. И.Же-

чева [43] − [45], И. И.Жечева [81] были исследованы приближен-
ные методы решения сингулярных интегро-дифференциальных
уравнений, систем сингулярных интегральных уравнений и систем
сингулярных интегро-дифференциальных уравнений.
Были рассмотрены сингулярные интегро-дифференциальные

уравнения

m∑
k=0

ak(t)x(k)(t) + bk(t)
πi

∫
γ

x(k)(τ)

τ − t dτ +
1

2πi

∫
γ

hk(t, τ)x
k(τ)dτ

 = f(t)
(9.5)

при граничных условиях∫
γ

x(τ)τ−k−1dτ = 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (9.6)

и при данных Коши.
Были рассмотрены также и более общие сингулярные интегро-

дифференциальные уравнения.
Нелинейные сингулярные интегральные уравнения являются

предметом исследования многих авторов. Для многих классов не-
линейных сингулярных интегральных уравнений получены крите-
рии существования и единственности решений в различных функ-
циональных классах и исследованы итерационные методы их ре-
шения. Изложение основных результатов, полученных в этой обла-
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сти, и подробная библиография приведены в монографии А. И. Гу-
сейнова и Х. Ш. Мухтарова [75].
Первой работой, в которой были предложены и обоснованы ме-

тоды коллокации и механических квадратур для решения нели-
нейных сингулярных интегральных уравнений вида

a(t, x(t)) +
1

πi

∫
γ

h(t, τ, x(τ))

τ − t dτ = f(t). (9.7)

была статья автора [10].
В цикле статей [10], [13], [14], [17] − [20] автором были предложе-

ны и обоснованы различные вычислительные схемы проекционно-
го типа (видоизмененные вычислительные схемы метода механи-
ческих квадратур) для приближенного решения нелинейных с.и.у.
вида (9.7). Обоснование было проведено в пространствах Гельдера
и L2.
Им же [23] − [25] были предложены и обоснованы (при ряде

ограничений на коэффициенты уравнений) вычислительные схемы
приближенного решения сингулярных интегральных уравнений

a(t1, t2)x(t1, t2) +
b(t1, t2)

πi

∫
γ1

x(τ1, t2)

τ1 − t1 dτ1+

+
c(t1, t2)

πi

∫
γ2

x(t1, τ2)

τ2 − t2 dτ2 +
d(t1, t2)

π2

∫
γ1

∫
γ2

x(τ1, τ2)dτ1dτ2
(τ1 − t1)(τ2 − t2)+

+
∫
γ1

∫
γ2

h(t1, t2, τ1, τ2)x(τ1, τ2)dτ1dτ2 = f(t1, t2), (9.8)

где γi− единичная окружность с центром в начале координат в
плоскости комплексной переменной zi(i = 1, 2).
Цикл работ Du Jinyuan посвящен приближенным методам ре-

шения сингулярных интегральных уравнений

a(t)w(t)x(t) +
b(t)

π

1∫
−1

w(τ)x(τ)dτ

τ − t +
1∫
−1
h(t, τ)w(τ)x(τ)dτ = f(t),

a(t)w(t)x(t)+
b(t)

2π

2π∫
0

w(τ)x(τ)ctg
τ − t
2
dτ+

2π∫
0

h(t, τ)w(τ)x(τ)dτ = f(t),

где w(t)− весовая функция.
Из этого цикла отметим здесь статьи [173], [174].
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Проекционные методы решения уравнений вида (9.3) с постоян-
ными коэффициентами a, b исследованы А. В. Джишкариани [76],
[77].
Различные приближенные методы решения с.и.у. вида (9.3)

предложены и исследованы Б. И. Мусаевым [123], Д. Г. Саникидзе
[139], K. E. Atkinson [161], D. Elliot [176], E. Jen and R. P. Srivastav
[179] и другими.
Второй подход к обоснованию проекционных методов решения

уравнений в свертках, частным случаем которых являются с.и.у.
вида (9.2), основан на своеобразном операционном исчислении. Это
исчисление базируется на теории коммутативных колец [68]. Ка-
ждому оператору K ставится в соответствие числовая функция −
его символ, в зависимости от свойств которого делается вывод об
обратимости, обратимости справа или слева оператора K и схо-
димости проекционных методов решения уравнения Kx = f .
Этот метод в 60-е гг. прошлого столетия был развит в работах

И. Ц. Гохберга, И. Ц. Гохберга и И. А. Фельдмана применитель-
но к широким классам уравнений в свертках. В монографии И. Ц.
Гохберга и И. А.Фельдмана [73] дано изложение этого метода и об-
суждены вопросы его применения к различным типам уравнений в
свертках, в том числе и к с.и.у. вида (9.2) и системам таких урав-
нений. Позднее этот метод был применен к с.и.у. и их системах
в исключительных случаях. Дальнейшее развитие этого метода и
его современное состояние отражено в монографиях З. Пресдорфа
[135] и С. Г. Михлина и З. Пресдорфа [185], З. Пресдорфа и Б.
Зильбермана [190].
В последние 20 лет начали активно развиваться сплайн-коллока-

ционные методы решения с.и.у. Согласно этим методам прибли-
женное решение ищется в виде сплайна с требующими определе-
ния значениями в узлах интерполяции. Эти значения определяют-
ся по методу коллокации. Обоснование этого метода основано на
исследовании спектра приближенного уравнения. Первой работой,
посвященной этому методу, была, по-видимому, статья З. Прес-
дорфа и Г. Шмидта [189], опубликованная в 1981 г. За протекшие
20 лет сплайн-коллока-
ционный метод получил большое развитие и был применен ко мно-
гим видам сингулярных интегральных уравнений [179] − [181],
[188].
Вернемся к уравнению (9.1). Это уравнение играет важную роль

в аэродинамике, и приближенные методы его решения разраба-
тывались многими авторами. Выше мы отмечали, что одной из
первых работ по приближенному решению с.и.у. была статья М.
А. Лаврентьева [108]. Для решения уравнений вида (9.1) и его
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двумерных аналогов С. М. Белоцерковским в 50=е гг. прошло-
го столетия был предложен метод дискретных вихрей, нашедший
широкое применение при решении различных задач аэродинамики
[7]. Строгое обоснование этого метода применительно к уравнению
(9.1) получено в работе И. К. Лифанова и Я. Е. Полонского [114].
Метод дискретных вихрей оказался весьма эффективным методом
решения многочисленных задач физики и техники. В особенности
широко он применяется в аэродинамике и электродинамике. С. М.
Белоцерковским, И. К. Лифановым и их учениками методом дис-
кретных вихрей решен широкий круг прикладных задач.Моногра-
фии С. М. Белоцерковского и И. К. Лифанова [8] и И. К. Лифанова
[113] посвящены применению методов дискретных вихрей и дис-
кретных особенностей к различным видам с.и.у. и решению задач
аэродинамики и электродинамики этими методами.
Обзоры численных методов решения сингулярных интеграль-

ных уравнений различных видов даны в работах [8], [28], [42], [73],
[75], [82], [83], [113], [135], [136], [176], [185], [190].
Выше уже отмечалось, что приближенным методам решения не-

линейных сингулярных интегральных уравнений посвящено боль-
шое число работ. При этом наряду с классическими итерационны-
ми методами ( метод простой итерации, метод Ньютона − Кан-
торовича) используются методы функциональных поправок [107],
[116]. В последнее время активно развиваются сверхсходящиеся ме-
тоды решения задач математической физики. В частности, боль-
шое число работ посвящено одному проекционно-итерационному
методу, согласно которому полученное проекционным методом
приближенное решение используется в качестве начального при-
ближения для последующей итерации исходного уравнения. Для
линейных сингулярных интегральных уравнений этот метод ис-
следован в [175], [177].
Необходимо также отметить, что наряду с классическими про-

екционными методами в последнее время активно развиваются
проекционные методы, основанные на применении теории вспле-
сков [170].
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ГЛАВА I.

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ ПРИБЛИЖЕНИЙ
Введение

Пусть B− банахово пространство, X ⊂ B− компакт , π : X →
X̄− представление компакта X ⊂ B конечномерным простран-
ством X̄.
Определение 0.1 [149]. Пусть Ln− множество n-мерных ли-

нейных подпространств пространства B. Выражение

dn(X,B) = inf
Ln
sup
x∈X
inf
u∈Ln ‖x− u‖,

где последний inf берется по всем подпространствам Ln размерно-
сти n, определяет n− поперечник Колмогорова.
Определение 0.2 [149]. Пусть χ− множество всех n-мерных

линейных подпространств пространства B,Map(X,χ)− совокуп-
ность всех непрерывных отображений вида π : X → X̄, где X̄ ∈ χ.
Выражение

d′n(X,B) = inf
(Ln,π)

sup
x∈X
‖x− π(x)‖,

где inf берется по всевозможным парам (Ln, π), состоящим из n-
мерного линейного пространства Ln ⊂ B и непрерывного отобра-
жения π : X → Ln, определяет линейный n-поперечник Колмого-
рова.
Определение 0.3 [149]. Пусть χ ∈ Rn. Выражение

dn(X) = inf
(π:X→Rn)

sup
x∈X
diamπ−1π(x),

где inf берется по всем непрерывным отображениям π : X → Rn,
определяет n-поперечник Бабенко.
Постановка задачи и первые работы, посвященные вычислению

поперечников классов функций, принадлежат А. Н. Колмогорову
[95], [96]. С. Б. Стечкиным [146] были оценены поперечники клас-
са W r1 в L2 и класса W

r∞ в L∞. В. М. Тихомиров [151] вычислил
точные значения поперечников Колмогорова на классе W r. Попе-
речники dn(W rp , Lq) при различных значениях p и q исследовались
В. М. Тихомировым [151], [152], Ю. И. Маковозом [119], Р. С. Ис-
магиловым [86], [87],
Е. Д. Глускиным [70]. Окончательные результаты по вычислению
поперечников dn(W rp , Lq) получены Б. С. Кашиным [94] и В. Е.
Майоровым [118]. Исследованию поперечников на классах функ-
ций многих переменных посвящены работы К. И. Бабенко [3] и В.
Н. Темлякова [148].
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В работе К. И. Бабенко [4] поставлена задача вычисления попе-
речников на классе функций Qr(Ω,М ).
Эта задача решена в статье автора [30]. Позднее автором были

введены классы функций Qrγ(Ω,M) и Brγ(Ω), являющиеся обоб-
щением класса функций Qr(Ω,M), и для этих классов вычислены
поперечники Бабенко и Колмогорова и ε − энтропия [33], [36], [39].
Восстановление функций тесно связано с задачами табулиро-

вания. Приведем основные определения, используя материалы ра-
бот [61], [62], [63], [64], [149]. Пусть B− банахово пространство,
X ⊂ B− компакт, x ⊂ X− элемент компакта X. Рассмотрим ал-
фавит, состоящий из двух букв: нуль и единица. Слова, составлен-
ные из этих букв, будем называть двоичными словами. Таблицей
элемента x ⊂ X будем называть двоичное слово Tχ. Его длину
N будем называть длиной таблицы. Число различных таблиц не
превосходит 2N . Так как X− компакт, то по теореме Хаусдорфа
о необходимых и достаточных условиях компактности множества
[117] для любого ε > 0 существует конечная ε-сеть и, следователь-
но, с помощью конечного числа двоичных разрядов можно задать
элемент x с точностью ε. Будем предполагать, что существует ал-
горитм, позволяющий по таблице Tχ восстановить элемент с точ-
ностью ε. Этот алгоритм, следуя [149], будем называть расшифро-
вывающим алгоритмом таблицы. Расшифровывающий алгоритм
будет строиться в явном виде в каждом конкретном случае табу-
лирования.
Под таблицей понимается пара: двоичное слово и расшифровы-

вающий алгоритм, который обозначается через R. Точностью та-
блицы называется величина εχ = ‖x− R(Tχ)‖.
Множество таблиц (Tχ) данной длины N и расшифровываю-

щий алгоритм R определяют способ табулирования элементов ком-
пакта X. Точностью метода табулирования называется величина
ε = sup

x∈X
εχ.

Возникает задача построения метода табулирования, имеющего
заданную точность при минимальном объеме таблицы. Эта задача
тесно связана с колмогоровской теорией ε-энтропии.
Напомним определения и основные результаты ε-энтропии:
1) конечное множество S ⊂ B называется ε-сетью для X, если

для любого x ∈ X найдется такой элемент s ∈ S, что ‖x− s‖ ≤ ε.
Минимальную мощность ε-сети обозначим Vε(X,B);
2) конечная система ω замкнутых в X множеств называется 2ε

покрытием компакта X, если объединение элементов этой систе-
мы совпадает с X, а диаметр каждого из них не превосходит 2ε.
Минимальную мощность 2ε покрытия обозначим Vε(X);
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3) конечное множество U ⊂ X называется ε-различимым, если
для любых двух x1, x2 ∈ U имеет место неравенство ‖x1− x2‖ > ε.
Определение 0.4 [62]. Пусть F есть компактное метрическое

пространство, а α = (α1, . . . , αl) − его произвольное 2ε покрытие
множествами {αk} из F. Обозначим через Nε(F ) число элементов
наиболее экономного, т.е. состоящего из наименьшего числа мно-
жеств {αk}, 2ε покрытия Sε(F ). Число Hε(F ) = log2Nε(F ) называ-
ется абсолютной ε-энтропией пространства F.
Связь между длиной таблицы элементов компакта X и его ε−

энтропией описывается следующим утверждением [62].
Теорема 0.1. Для того, чтобы способ табулирования имел точ-

ность ε, объем таблиц должен удовлетворять неравенству Nε ≥
Hε(X).
Первый результат по вычислению максимального числа точек

в ε-различимом подмножестве множества l переменных, имеющих
ограниченные по модулю частные производные, был получен в [61]
А. Г. Витушкиным . Исходя из этой работы, А. Н. Колмогоров [96]
сформулировал общую программу исследования ε-энтропии и ε-
емкости компактов в функциональных пространствах. Им же была
вычислена ε-энтропия класса F ρ,ns,L,c функций n переменных, имею-
щих в кубе Ω = [0, ρ]n частные производные порядка p, причем
производные p-го порядка ограничены константой C и удовлетво-
ряют условиям Гельдера с коэффициентом L и показателем α

Aρn
(
L

ε

)n/s
≤ Hε

(
F ρ,ns,L,c

) ≤ Bρn (L
ε

)n/s
,

где A и B− положительные параметры, зависящие лишь от s и n,
s = p+ α.
В монографии [62] А.Г. Витушкиным была вычислена ε-

энтропия пространств аналитических функций.
В книге [149] исследована ε-энтропия компакта W rp (M,Ω)

⋂{f ∈
∈ C(Ω) : ‖f‖∞ ≤ N}, Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . ., r = (r1, . . . , rl).
Показано, что

C0

(
M

ε

)1/ρ
≤ H (ε,W rp (M,Ω)⋂{f ∈ C(Ω) : ‖f∞‖ ≤ N}) ≤
≤ C1

(
M

ε

)1/ρ
+ r1 · · · rl log N

ε
+D,

где ρ =
(
l∑
i=1
r−1i

)
;C0, C1, D зависят только от r.

64



В книге [33] исследована ε-энтропия классов функций Qrγ(Ω,M)
и Brγ(Ω). Подробный обзор результатов по ε-энтропии и ε-емкости
компактных множеств, содержится в [4], [99], [101], [149], [153].
В обзорной статье [4] введены новые числовые характеристики,

связывающие поперечники и ε-энтропию, и поставлен ряд задач
о вычислении асимптотики энтропии различных функциональных
классов.

1. Поперечники и локальные сплайны
на классах функций Qr,γ(Ω,M) и Br,γ(Ω)

1.1. Поперечники на классе функций Qr,γ([−1,1],M)
Теорема 1.1 [30],[33],[36]. Пусть Ω = [−1, 1]. Справедлива

оценка
δn(Qr(Ω,M)) ³ dn(Qr(Ω,M)) ³ n−2r−1.

Доказательство. Оценка снизу dn(Qr(Ω,M)) ≥ An−2r−1 следу-
ет из того, что класс функций W 2r+1(M) вложен в класс Qr(Ω,M),
и из известной оценки [149] δn(W 2r+1(M)) ≥ An−2r−1.
Построим непрерывный сплайн, приближающий функции из

класса Qr(Ω,M) с точностью Ans и имеющий N = 4ns+2n−2s−2
параметров. Для этого разделим сегмент [−1, 1] на 2n частей
точками tk = −1 + (k/n)v и τk = 1 − (k/n)v, k = 0, 1, . . . , n,
где v = (2r + 1)/r. На сегменте [−1, t1] (соответственно, [τ1, 1])
функция f ∈ Qrγ(Ω,M) приближается интерполяционным полино-
мом Ps(t, [−1, t1])(Ps(t, [τ1, 1])), который строится следующим обра-
зом. Обозначим через ζk(k = 1, 2, . . . , s) нули полинома Чебыше-
ва первого рода степени s, наименее уклоняющегося от нуля на
сегменте [−1, 1]. Отобразим сегмент [ζ1, ζs] ⊂ [−1, 1] на сегмент
[−1, t1]([τ1, 1]) таким образом, чтобы точки ζ1 и ζs перешли в точ-
ки −1 и t1 (τ1 и 1).
Точки, являющиеся образами точек ζi при отображении сегмен-

та [ζ1, ζs] на сегмент [−1, t1] ([τ1, 1]), обозначим через {ζi′}({ζi′′}), i =
= 1, 2, . . . , s. По узлам {ζ ′i}({ζi′′}) строится интерполяционный по-
лином Ps(t, [−1, t1])(Ps(t, [τ1, 1])) степени s − 1. На остальных сег-
ментах
[tk, tk+1]([τk+1, τk]) аппроксимация осуществляется интерполяцион-
ными полиномами Ps(t, [tk, tk+1])(Ps(t, [τk+1, τk])). Построенный та-
ким образом сплайн обозначим через fN . Нетрудно видеть, что‖ f − fN ‖≤≤ AN s.
Для завершения доказательства теоремы достаточно вспомнить

соотношение δn ≤ 2dn, приведенное на с. 20 книги [149].
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Теорема 1.2 [30],[33],[36]. Пусть Ω = [−1, 1]. Тогда справед-
лива оценка

δn(Qr,γ(Ω,M)) ³ dn(Qr,γ(Ω,M)) ³ n−s.
Доказательство. Oценка δn(Qr,γ(Ω,M)) ≥ An−s следует из то-

го, что класс функцийW s вложен в класс (Qr,γ(Ω,M)), и из оценки
поперечников Бабенко δn(W s) ≥ An−s на классе W s [149]. Сплайн,
реализующий эту оценку, построен при доказательстве теоремы
1.1, где в качестве параметра следует взять v = s/(s− γ).
1.2. Поперечники на классе Qr,γ([−1, 1]l,M) функций

многих переменных

Теорема 1.3 [30],[33],[36]. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2. Тогда
справедлива оценка δn(Qr(Ω,M)) ³ dn((Qr(Ω,M)), C) ³ n−r/(l−1).
Доказательство. Обозначим через ∆k множество точек

x = (x1, . . . , xl) из Ω, расстояние от которых до границы Γ области
Ω удовлетворяет неравенству (k/N)v ≤ ρ(x,Γ) ≤ ((k + 1)/N)v, где
v = (2r+1)/r. В каждой области ∆k разместим кубы ∆ki1,...,il, ребра
которых равны hk = ((k+1)/N)v− (k/N)v. Общее число кубов, ко-
торые можно разместить в области Ω, оценивается неравенствами

1+m
N−1∑
k=0

2(N v − (k + 1)v)
(k + 1)v − kv

l−1 ≤ n ≤ 1+mN−1∑
k=0

 2(N v − kv)
(k + 1)v − kv

+ 1
l−1 ,

где m− число граней куба Ω, [α]− целая часть числа α.
Нетрудно видеть, что

N−1∑
k=0

(N vk1−v − k)l−1 =
N−1∑
k=0

l−1∑
j=0

(−1)jCjl−1(N vk1−v)l−1−jkj =

= A


N v(l−1) при v > l/(l − 1);
N l при v < l(l − 1);
N l lnN при v = l(l − 1).

Отсюда следует, что

n ³

N v(l−1) при v > l/(l − 1);
N l при v < l(l − 1);

N l lnN при v = l(l − 1).
(1.1)

Пусть ∆ki1,...,il = [b
k
i1
, bki1+1; . . . ; b

k
il
, bkil+1]. В каждом кубе ∆

k
i1,...,il

по-
строим функцию ψ(x1, . . . , xl) =

= A
(x1 − bki1)2r+1(bki1+1 − x1)2r+1 . . . (xl − bkil)2r+1(bkil+1 − xl)2r+1

h
(2r+1)(2l−1)
k ((k + 1)/N)(2r+1)(r+1)/r

,
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где константа A подбирается из требования, чтобы ψ(x1, . . . , xl) ∈
∈ Qr(Ω,M).
Максимальное значение функции ψ(x1, . . . , xl) в каждом кубе

равно AN−(2r+1) = An−r/(l−1). Таким образом, в кубе Ω располо-
жено n =
= AN v(l−1) кубов∆ki1,...,il, в каждом из которых функция ψ(x1, . . . , xl)
принимает максимальное значение An−r/(l−1). Используя результа-
ты, изложенные в книге [149, с.25 − 27], получаем оценку снизу.
Построим сплайн f(t1, . . . , tl), реализующий эту оценку. Выше

было описано разбиение куба Ω на области∆k. Построение сплайна
начнем с куба ∆N−1. В этом кубе функцию f(t1, . . . , tl) аппрокси-
мируем интерполяционным полиномом

fN(t1, . . . , tl; ∆N−1) = P2r+1,...,2r+1(f(t1, . . . , tl),∆N−1).

Здесь P2r+1,...,2r+1 = P
t1
2r+1 . . . P

tl
2r+1, а через P

ti
2r+1 обозначен мно-

гочлен, построенный при доказательстве теоремы 1.1 и действую-
щий по переменной ti, i = 1, 2, . . . , l.
Перейдем к области ∆N−2. Эта область разбивается на кубы

∆N−2i1,...,il, причем разбиение происходит таким образом, чтобы вер-
шины куба ∆N−1 входили в число точек разбиения. В каждом из
кубов ∆N−2i1,...,il полином fN(t1, . . . , tl; ∆

N−2
i1,...,il) определяется формулой

fN(t1, . . . , tl; ∆
N−2
i1,...,il

) = P2r+1,...,2r+1(f(t1, . . . , tl),∆
N−2
i1,...,il

),

где функция f(t1, . . . , tl) равна f(t1, . . . , tl) во всех узлах интерпо-
лирования, кроме тех, которые расположены на гранях куба ∆N−1.
В этих узлах значения f(t1, . . . , tl) полагаются равными значениям
полинома P2r+1,...,2r+1(f(t1, . . . , tl);∆N−1).
Описанным образом проводится аппроксимация во всех обла-

стях ∆i при i ≥ 0. Полученный в результате объединения полино-
мов cплайн обозначим через fN(t1, . . . , tl).
Нетрудно видеть, что сплайн fN(t1, . . . , tl) непрерывен в Ω, име-

ет размерность n = AN (2r+1)(l−1)/r и что справедлива оценка

‖f(t1, . . . , tl)− fN(t1, . . . , tl)‖C ≤ AN−(2r+1) = An−r/(l−1).
Следовательно,dn(Qr(Ω,M)) ≤ An−r/(l−1).
Из полученных выше оценок и неравенства δ2n+1(X) ≤ 2dn(X,B)

следует справедливость теоремы.
Теорема 1.4 [30],[33],[36]. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2. Справед-

лива оценка

dn(Qr,γ(Ω,M)) ³ δn(Qr,γ(Ω,M)) ³
67



³

n−(s−γ)/(l−1) при v > l/(l − 1);
n−s/l(lnn)s/l при v = l/(l − 1);
n−s/l при v < l/(l − 1)

(1.2)

где v = s/(s− γ).
Доказательство. Вначале оценим снизу величину δn(Qr,γ(Ω,M)).

Обозначим через ∆k множество точек x = (x1, . . . , xl) ∈ Ω, рас-
стояние ρ(x,Γ) которых до границы Γ области Ω удовлетворяет
неравенству (k/N)v ≤ ρ(x,Γ) ≤ ((k + 1)/N)v, где v = s/(s− γ).
Как и при доказательстве теоремы 1.3, разбиваем области ∆k на

кубы ∆ki1,...,il, причем ∆
k
i1,...,il

= [bki1, b
k
i1+1
; . . . ; bkil, b

k
il+1
]. Введем функ-

цию

ψ(x1, . . . , xl) = A
((x1 − bki1)(bki1+1 − x1) . . . (xl − bkil)(bkil+1 − xl))s

h
(2l−1)
k ((k + 1)/N)vγ

.

Константа A подбирается из требования, чтобы ψ(x) ∈ Qr,γ(Ω,M).
Максимальное значение функции ψ в каждом кубе равно AN−s.

Учитывая соотношение (1.1), получаем оценку снизу поперечника
Бабенко, выражаемую правой частью соотношения (1.2).
Сплайн, реализующий эту оценку, строится аналогично сплай-

ну
fN(x1, . . . , xl) (отличие заключается в том, что в данном случае
v =
= s/(s − γ) вместо v = (2r + 1)/r. Нетрудно видеть, что
‖f(x1, . . . , xl)−
−fN(x1, . . . , xl)‖C ≤ AN−s.
Следовательно, dn ≤ AN−s, и, учитывая (1.1), получаем вторую

часть соотношения (1.2).
Завершается доказательство теоремы сравнением оценок снизу

и сверху для поперечников Бабенко и Колмогорова и использова-
нием соотношения δ2n+1 ≤ 2dn.

2. Аппроксимация сплайнами на классе Br,γ(Ω)
функций одной переменной

В этом параграфе результаты, полученные в §1, распространя-
ются на класс Br,γ.
Пусть Ω = [−1, 1]. Построим локальный сплайн ϕN(t), аппрок-

симирующий функцию ϕ(t) из класса Br,γ(Ω) на сегменте [−1, 1].
Разобьем сегмент [−1, 1] на более мелкие сегменты ∆k =

[tk, tk+1],
∆k = [τk+1, τk], точками t0 = −1, tk = −1 + (ek−1/eN)v, τ0 = 1, τk =
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= 1 − (ek−1/eN)v, где k = 1, . . . , N + 1; причем v = 1/w,w = 2Ae
при 2Ae > 1 и v = ln 2 при 2Ae ≤ 1.
На сегменте ∆0 (аналогично ∆0) функция ϕ(t) аппроксимирует-

ся отрезком ряда Тейлора ϕr−1(t,∆0,−1) (ϕr−1(t, ∆̄0, 1)); на сегмен-
тах ∆k (аналогично ∆̄k) функция ϕ(t) аппроксимируется отрезком
ряда Тейлора ϕs−1(t,∆k, tk), (ϕs−1(t, ∆̄k, τk)), где s = [rN/(2Ae)]+1
при w > 1 и s = [rN/(1 + log e)] + 1 при w ≤ 1. Обозначим через
ϕN(t) локальный сплайн, состоящий из полиномов ϕr и ϕs−1.
Оценим погрешность аппроксимации функции ϕ(t) сплайном

ϕN(t).
Вначале рассмотрим случай, когда w > 1.
На сегменте ∆0 (аналогично ∆0)

|ϕ(t)− ϕN (t)| ≤ CA
rrr

r!
e−Nrv ≤ Ce−rN/2Ae.

На сегментах ∆k(k = 1, 2, . . . , N)(аналогично ∆k)

|ϕ(t)− ϕN(t)| ≤ CA
sss

s!
hsk

 eN
ek−1

(s−r)v = CAsss√
2πs

e(k−1)rv

eNrv
(ev − 1)s ≤

≤ CA
sss√
2πs
(ev − 1)s ≤ CA

sss√
2πs

(
2

w

)s
=
C√
s
e−s =

C√
N
e−rN/(2Ae).

Так как локальный сплайн ϕN(t) имеет 2N + 1 узел, а в ка-
ждом узле используются значения функции ϕ(t) и ее производных
до [rN/2Ae] + 1 порядка включительно, то общее число функци-
оналов, используемое при построении локального сплайна, равно
n = (2N +

+1)([rN/2Ae] + 1). Отсюда N > (1 + o(1))
√
Ane/r. Следовательно,

при w > 1

| ϕ(t)− ϕN(t) |≤ Ce−rN/2Ae ≤ Ce−
√
nr/2e

√
A.

Пусть теперь w ≤ 1. На сегменте ∆0 (аналогично ∆0)

| ϕ(t)− ϕN (t) |≤ CA
rrr

r!
e−Nrv ≤ Ce−rNln2 ≤ C2−rN .

На сегментах ∆k(k = 1, 2, . . . , N) (аналогично ∆k)

| ϕ(t)− ϕN (t) |≤ CA
sss

s!
hsk

 eN
ek−1

(s−r)v = CAsss√
2πs
(ev − 1)s ≤
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≤ CA
sss√
2πs

=
C√
2πs
2e−s ≤ C2−rN .

Общее число функционалов, используемых при построении
сплайна ϕN(t) в случае, когда w < 1, равно

n = (2N + 1)([rN/(1 + log e)] + 1) = (1 + o(1))2rN/(1 + log2 e).

Отсюда

N = (1 + o(1))
√
n(1 + log e)/2r > (1 + o(1))

√
n/r.

Таким образом, погрешность аппроксимации при w < 1 оце-
нивается неравенством | ϕ(t) − ϕN (t) |≤ C2−rN ≤ C2−

√
rn ≤

Ce−
√
rn ln 2.
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3. Оптимальные методы восстановления на классе
Br,γ(Ω) функций многих переменных

На протяжении этого параграфа нам неоднократно понадобится
проведение усреднения различных функций. В связи с этим приве-
дем условия, налагаемые на ядра усреднения [144, с.104]. При этом
условие 4) нам понадобится в более сильной форме, нежели в [144].
Наложим на функцию ωh(x, y) переменных x = (x1, . . . , xl), y =

= (y1, . . . , yl), определенную в Rl и зависящую от параметра h,
следующие условия:
1) suppωh(x, y) ⊂ {(x, y) :| x − y |< Kh},K > 0, т.е. носитель

функции ωh лежит в ”диагональной полоске”, ширина которой по-
рядка h;
2) 0 ≤ ωh(x, y) ≤ Kh−l;
3)
∫
Rl ωh(x, y)dy = 1 ( условие нормировки);

4) ωh(x, y) имеет непрерывные производные до любого порядка
по совокупности переменных x и у , причем

| DαxDβyωh(x, y) |≤ KAvvvh−l−|α|−|β|, v =| α | + | β | .
Возьмем в качестве ω(x) функцию, имеющую непрерывные про-

изводные любого порядка, равную нулю вне куба [−1, 1]l и удовле-
творяющую условию нормировки. Потребуем, чтобы производные
функции ω(x) удовлетворяли неравенствам

| ∂|v|ω(x)
∂v1x1. . . . .∂vlxl

|≤ A|v| | v ||v|,

где v = (v1, . . . , vl), | v |= v1 + . . . + vl, A = const.
Функцию ωh(x, y) можно теперь определить по формуле ωh(x, y) =

= h−lω((x− y)/h).
Теорема 3.1 [39]. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2. Справедлива оценка

δn(Br,γ(Ω)) ≥ An−(r+1−γ)/(l−1). (3.1)

Доказательство. Обозначим через ∆0 множество точек x ∈ Ω,
расстояние от которых до границы Γ множества Ω удовлетворяет
неравенствам 0 ≤ min

1≤i≤lmin(| −1− xi |, | 1− xi |) ≤ 2
−N . Обозначим

через ∆k, k = 1, 2, . . . , N, множество точек x ∈ Ω, расстояние от
которых до границы Γ множества Ω удовлетворяет неравенствам

2k−1

2N
≤ min
1≤i≤lmin(| −1− xi |, | 1− xi |) ≤

2k

2N
.
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В каждой области ∆k, k = 0, 1, . . . , N, разместим кубы ∆ki1,...,il с
гранями, параллельными граням куба Ω, и с ребрами, имеющими
длину hk = 2k/2N , k = 0, 1, . . . , N − 1. То обстоятельство, что в
каждой области ∆k, k = 0, 1, . . . , N, может оказаться 2l паралле-
лепипедов с гранями, параллельными граням куба Ω, не влияет
на общность рассуждений. В каждом кубе ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N,
разместим куб ∆∗ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N, с гранями, параллельными
граням куба Ω, центр симметрии которого совпадает с центром
симметрии куба ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N, а длина ребра h

∗
k которого

равна h∗k = hk/8.
Каждому кубу ∆∗ki1,...,il поставим в соответствие функцию

Lki1,...,il(x) =

 1, x ∈ ∆
∗k
i1,...,il

,

0, x /∈ ∆∗ki1,...,il.
Каждой функции Lki1,...,il(x) поставим в соответствие среднюю

функцию, определяемую формулой

L∗ki1,...,il(x) = (h
∗
k)
−l+r+1−γ ∫

Ω

ω

y − x
h∗k

Lki1,...,il(y)dy, (3.2)

где ω(x/h∗k)− ядро усреднения, удовлетворяющее перечисленным
выше условиям.
При выполнении этих условий функция L∗ki1,...,ie(x) принадле-

жит классу Br,γ(Ω) . В результате этих построений в каждом
кубе ∆ki1,...,il построена функция L

∗k
i1,...,il

(x), принадлежащая клас-
су Br,γ(Ω), равная нулю вне куба ∆ki1,...,il и в центре куба ∆

k
i1,...,il

принимающая значение не меньшее, нежели C2−(r−1+γ)N , причем
константа С одна и та же для всех кубов ∆ki1,...,il.
Обозначим через n число кубов ∆ki1,...,il, образующих покрытие

области Ω. Оценим число n. Очевидно,

1 +m([2N+1])l−1 +m
N−1∑
k=1

[
2(1− 2k−N)

hk
]l−1 ≤ n ≤

≤ 1 +m([2N+1] + 1)l−1 +m
N−1∑
k=1

[2(1− 2k−N)
hk

] + 1

l−1 ,
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где m = 2l. Нетрудно видеть, что

N−1∑
k=1

1− 2k−N
hk

l−1 ≤ N−1∑
k=1

 2N − 2k
2k+1 − 2k

l−1 ≤ C2N(l−1).
Следовательно, n ≤ C2N (l−1). Аналогичным образом доказыва-

ется обратное неравенство n ≥ C2N(l−1). Поэтому
n = C2N(l−1). (3.3)

Таким образом, в каждом кубе ∆ki1,...,il построена функция
L∗ki1,...,il(x), принадлежащая классу функций Br,γ(Ω), равная нулю
вне куба ∆ki1,...,il и достигающая в центре куба значений, не мень-
ших нежели C2−N(r+1−γ).
Отсюда следует, что δn(Br,γ(Ω)) ≥ A2−N(r+1−γ). Учитывая связь

между N и n, выраженную формулой (3.3), имеем:

δn(Br,γ(Ω)) ≥ Cn−(r+1−γ/(l−1).
Теорема доказана.
Построим локальные сплайны, реализующие эту оценку. Один

из таких сплайнов построен в [33, с. 76 − 80]. При его построении
в каждом кубе ∆ki1,...,il функция f(x) аппроксимировалась отрезком
ряда Тейлора. В результате локальный сплайн fN(x) был разрыв-
ным.
Построим локальный сплайн таким образом, чтобы в каждом

кубе ∆ki1,...,il функция f(x) аппроксимировалась интерполяционны-
ми полиномами. Это позволит построить сплайн, непрерывный в
Ω, и тем самым оценить сверху поперечник Колмогорова. Пусть
Ω = [−1, 1]l. Покроем область Ω кубами ∆ki1,...,il, построение кото-
рых было описано выше при доказательстве теоремы 1.3.
Построение локального сплайна начнем с куба ∆N . В кубе ∆N

функция f(x) интерполируется полиномом Pm,...,m(f,∆N), где m =
= [4(r+1−γ)AN ] + 1.
Перейдем к области ∆N−1. Эта область разбивается на ку-

бы ∆N−1i1,...,il, причем разбиение проводится таким образом, что-
бы вершины куба ∆Ni1,...,il входили в число точек разбиения. В
каждом кубе ∆N−1i1,...,il функция f(x) интерполируется полиномом
Pm,...,m(f,∆

N−1
i1,...,il), где f(x) =

= Pm,...,m(f,∆
N ) на пересечении куба ∆Ni1,...,il и области ∆

N−1 и
f(x) = f(x) во всех остальных точках куба ∆N−1i1,...,il.
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Аналогичным образом проводятся построения в кубах ∆ki2,...,il, k =
= 0, 1, . . . , N − 2.
Полученный в результате описанных построений сплайн обозна-

чим через fN(x). Нетрудно видеть, что этот сплайн непрерывен в
области Ω.
Оценим погрешность аппроксимации функции f(x) сплайном

fN(x).
При этом будем пользоваться следующими известными оценка-

ми точности аппроксимации полиномами.
Лемма 3.1 [150, с. 276]. Если функция f(x), заданная на

[−1, 1], имеет там r-ю (r ≥ 0 целое) непрерывную производную, то
существует константаMr, не зависящая от f, x и n, такая, что для

любого n > r найдется обыкновенный многочлен Pn(x) =
n∑
k=0
akx

k,

степени не выше, чем n, удовлетворяющий для каждого x ∈ [−1, 1]
неравенству

|f(x)− Pn(x) ≤
≤Mr

1
n

√1− x2 + |x|
n

r ω
1
n

√1− x2 + |x|
n

 , (3.5)

где ω(t) = ω(f (r); t) есть модуль непрерывности r-й производной.
Пусть x ∈ ∆0i1,...,il. Тогда

‖ f(x)− fN (x) ‖C≤ Ch(r+1−γ)0 ≤ C2−N(r+1−γ). (3.6)

Пусть x ∈ ∆ki1,...,il. Тогда, используя при получении оценок про-
изводные до N -го порядка, имеем:

‖ f(x)− fN(x) ‖C≤ A
NNN2k(r+1−γ)

2N(r+1−γ)
1

mN
lnlN ≤ C2−N(r+1−γ). (3.7)

Из оценок (3.6), (3.7) имеем

‖ f(x)− fN(x) ‖C≤ C2−N(r+1−γ). (3.8)

Обозначим через n1 число функционалов, используемых при по-
строении локального сплайна fN(x). Очевидно, n1 = [Cml2N(l−1)]+
1. Отсюда

N =
1

l − 1log2n1 −
l(1 + o(1))

l − 1 log2log2n1 ≤
1

l − 1log2n1.
Из этого выражения и неравенства (3.8) следует оценка

‖ f(x)− fN(x) ‖C≤ Cn−(r+1−γ)/(l−1)1 . (3.9)
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Таким образом, доказано следующее утверждение.
Теорема 3.2 [39]. Справедлива оценка сверху dn(Br,γ(Ω), C) ≤

≤ Cn−(r+1−γ)/(l−1).
Из сопоставления оценок (3.2) , (3.9) и известного [149 ] неравен-

ства δn ≤ 2dn, связывающего поперечники Бабенко и Колмогорова,
вытекает следующее утверждение.
Теорема 3.3 [39]. Справедлива оценка

dn(Br,γ(Ω), C) ³ n−(r+1−γ)/(l−1).
4. Поперечники и локальные сплайны на классах

функций Q∗r,γ(Ω,M) и B∗r,γ(Ω)

При построении приближенных методов решения слабосин-
гулярных интегральных уравнений Вольтерра нам понадобятся
оптимальные методы аппроксимации функций, принадлежащих
компактам
Q∗r,γ(Ω,M) и B∗r,γ(Ω) .
Теорема 4.1 [53], [165]. Пусть Ω = [0, T ]. Справедливы оценки

δn(Q
∗
r,γ(Ω,M)) ³ dn(Q∗r,γ(Ω,M)) ³ n−s.

Доказательство. Пусть N и n− целые числа, связанные фор-
мулой N = ns. Разобьем сегмент [0, T ] на n частей точками
vk = T (

k
n
)q, k = 0, 1, . . . , n, где q = s/(s − γ). Обозначим через

∆k сегменты ∆k =
= [vk, vk+1], k = 0, 1, . . . , n− 1.
Через Ps(f,∆k) обозначим интерполяционный полином, аппрок-

симирующий функцию f(t), t ∈ ∆k, построение которого было не-
однократно описано выше. Полином Ps(f,∆k) может быть постро-
ен как по узлам полинома Чебышева первого рода, так и по узлам
полинома Лежандра. Локальный сплайн, определенный на сегмен-
те [0, T ] и составленный из полиномов Ps(f,∆k), k = 0, 1, . . . , n−1,
обозначим через fn(t). Нетрудно видеть, что погрешность аппрок-
симации функции f(t) локальным сплайном fn(t) оценивается не-
равенством ‖f(t) − fn(t)‖ ≤ An−s. Повторяя рассуждения, прове-
денные в $1, находим верхнюю грань оценки снизу поперечника
Бабенко δn(Q∗r,γ)(Ω,M) ≥ A/ns. Учитывая известное неравенство
δn ≤ 2dn, связывающее n-поперечники Бабенко и Колмогорова,
убеждаемся в справедливости теоремы.
Теорема 4.2 [53], [165]. Пусть Ω = [0, T ]2. Справедливы оцен-
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ки

δn(Q
∗
r,γ(Ω,M)) ³ dn(Q∗r,γ(Ω,M)) ³


n−(s−γ), при v > 2;
n−(s−γ) lnn, при v = 2;
n−s/2, при v < 2,

(4.1)
где v = s/(s− γ).
Доказательство. Вначале найдем верхнюю грань оценки сни-

зу поперечника Бабенко. Для этого разделим область Ω на части
∆k, k = 0, 1, . . . , N−1. Здесь через ∆k обозначено множество точек
из Ω, удовлетворяющих неравенствам(
k

N

)v
T ≤ ρ(t,Γ0) ≤

(
k + 1

N

)v
T, k = 0, 1, . . . , N − 1, t = (t1, t2).

Пусть hk =
(
k+1
N

)v
T − ( k

N

)v
T, k = 0, 1, . . . , N − 1. Каждую из

областей ∆k покроем квадратами ∆ki1,i2 с ребрами, равными hk
и параллельными осям координат. В каждом квадрате ∆ki1,i2 =
[aki1, a

k
i1+1
; bki2, b

k
i2+1
] построим функцию

Ψki1,i2(t) = A
((t1 − aki1)(aki1+1 − t1)(t2 − bki2)(bki2+1 − t2))s

h3sk ((k + 1)/N)
vγ

.

Константа A выбирается из условия, чтобы Ψki1,i2 ∈ Q∗r,γ(Ω,M).
Оценим максимум функции Ψki1,i2(t). Очевидно,

|Ψki1,i2(t)| ≥ Ahs
(
N

k + 1

)vγ
= A
(k + v)(v−1)s

(k + 1)vγ
1

N v(s−γ)
.

Величина v выбирается из требования, чтобы max
t
|Ψki1,i2(t)| не

зависел от номера k. Для этого достаточно, чтобы v = s/(s − γ).
Следовательно,

|Ψki1,i2(t)| ≥
A

N s
. (4.2)

Введем функцию Ψ(t), которая на каждом из квадратов ∆ki1,i2
равна Ψki1,i2(t). Применяя теорему Борсука, имеем δn(Q

∗
r,γ(Ω,M)) ≥

A/N s.
Обозначим через n число квадратов ∆ki1,i2, входящих в покрытие

области Ω. Нетрудно видеть, что

n = 2
N−1∑
k=0

T − ( k
N

)v
T

hk
−N = 2

N−1∑
k=0

N v − kv
(k + 1)v − kv −N ³
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³ N v + 2
N−1∑
k=1

N v − kv
(k + θ)v−1

³

N v, при v > 2;
N v lnN, при v = 2;
N 2, при v < 2.

(4.3)

Следовательно,

δn(Q
∗
r,γ(Ω,M)) ≥


n−(s−γ), при v > 2;
n−(s−γ) lnn, при v = 2;
n−s/2, при v < 2.

(4.4)

Построим непрерывный локальный сплайн, реализующий оцен-
ку (4.4). В первом параграфе было описано построение интерполя-
ционного полинома Ps[f, [a, b]]. Введем проекционный оператор
Ps[f, [a, b; c, d]] = P

t2
s [P

t1
s [f, [a, b]], [c, d]].

Построение локального сплайна начнем с области ∆N−1. В этой
области функция f(t1, t2) заменяется интерполяционным полино-
мом Ps[f,∆N−1]. Приступая к построению локального сплайна в
области ∆N−2, предварительно покроем ее квадратами ∆N−2i1,i2 , с ре-
брами длиной не более hN−2, параллельными осям координат, при-
чем вершины квадрата ∆N−1, расположенные на границе с ∆N−2,
являются также вершинами соответствующих квадратов из мно-
жества ∆N−2i1,i2 . В квадратах ∆N−2i1,i2 функция f(t1, t2) приближает-
ся интерполяционным полиномом Ps[f,∆

N−2
i1,i2 ], причем на сторонах

∆N−2i1,i2 , общих с ∆N−1, в качестве интерполируемой функции берет-
ся не f(t1, t2), а Ps[f,∆N−1]. Подобным образом строится сплайн и
в областях ∆k, k = 0, 1, . . . ,
N − 3. Сплайн, составленный из полиномов Ps[f,∆ki1,i2], обозначим
через f ∗s (t1, t2). Нетрудно видеть, что

‖f(t)− f ∗s (t)‖C ≤ AN−s. (4.5)

Из этой оценки, непрерывности сплайна и неравенства (4.3) сле-
дует правая часть соотношения (4.1). Воспользовавшись извест-
ным неравенством δn ≤ 2dn, завершаем доказательство теоремы.
Теорема 4.3 [53], [165]. Пусть Ω = [0, T ]l, l = 2, 3, . . . . Спра-

ведливы оценки dn(Q∗r,γ(Ω,M)) ³ δn(Q∗r,γ(Ω,M)) ³ m(n, v), где

m(n, v) =


n−(s−γ)/(l−1), при v > l

l−1 ;
n−s/l(lnn)s/l, при v = l

l−1 ;
n−s/l, при v < l

l−1 .

Теорема 4.3 является частным случаем теоремы 4.4. Так как обе
теоремы доказываются аналогично, то доказательство теоремы 4.3
опускается.
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Теорема 4.4 [53], [165]. Пусть Ω = [0, T ]l, l = 2, 3, . . . . Спра-
ведливы оценки δn(Q∗∗r,γ(Ω,M)) ³ dn(Q∗∗r,γ(Ω,M)) ³ n−s/l.
Доказательство. Вначале оценим снизу поперечник Бабенко

δn(Q
∗∗
r,γ(Ω,M)). Для этого покроем область Ω кубами, которые

строятся следующим образом. Куб ∆11,...,1 является пересечением

областей (0 ≤ t1 ≤
(
1
N

)v
T ) ∩ · · · ∩ (0 ≤ tl ≤

(
1
N

)v
T ), v = s/(s− γ).

Область ∆2 определяется следующим образом

∆2 = ∆′2 \∆′1, где ∆′k =
{
(t1, . . . , tl) : 0 ≤ t1, . . . , tl ≤

(
2

N

)v
T

}
.

Область ∆2 покрывается кубами с ребрами, параллельными ко-
ординатным осям и равными h2 =

(
2
N

)v
T − ( 1

N

)v
T. Полученные

области обозначим через ∆2i1,...,il.
Дальнейшее построение проводится по аналогии.
В качестве ∆k берутся области ∆k = ∆′k \∆′k−1, k = 3, . . . , N−1.

Каждая область ∆k покрывается кубами и параллелепипедами
∆ki1,...,il с ребрами, параллельными координатным осям. Длины ре-
бер кубов ∆ki1,...,il равны hk =

(
k
N

)v
T − (k−1

N

)v
T.

В областях ∆ki1,...,il по аналогии с доказательством теоремы 4.2
вводятся функции Ψki1,...,il, а затем в области Ω вводится функция
Ψ(t1, . . . , tl). Можно показать, что |Ψ(t1, . . . , tl)| ≥ A1/N s.
Определим число n прямоугольников ∆ki1,...,il. Нетрудно видеть,

что

n ³
N−1∑
k=1


(
k+1
N

)v(
k+1
N

)v − ( k
N

)v
l−1 ³ N−1∑

k=1

 (k + 1)v
(k + θ)v−1

l−1 ³ N−1∑
k=1

kl−1 ³ N l.

Следовательно, δn(Q∗∗r,γ(Ω,M)) ≥ An−s/l.
Построение локального сплайна f ∗∗s (t1, . . . , tl) и дальнейшие рас-

суждения проводятся по аналогии с доказательством теоремы 4.2.
Теорема доказана.
Теорема 4.5 [53], [165]. Пусть Ω = [0, T ]. Справедливы оценки

δn(B
∗
r,γ(Ω)) ³ dn(B∗r,γ(Ω)) ³ 2−n(r+1−γ).

Доказательство. Утверждение этой теоремы является частным
случаем теоремы 4.6, приведенной ниже.
Теорема 4.6 [53], [165]. Пусть Ω = [0, T ]l, l = 2, 3, . . . , 0 ≤

γ ≤
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≤ 1. Справедливы оценки δn(B∗r,γ(Ω)) ³ dn(B∗r,γ(Ω)) ³ 1
n−(r+1−γ)/(l−1) .

Доказательство. Обозначим через ∆0 множество точек t ∈ Ω,
таких, что 0 ≤ ρ(t,Γ0) ≤ 2−N , а через ∆k, k = 1, 2, . . . , N, − мно-
жество точек t ∈ Ω, таких, что 2k−1−N ≤ ρ(t,Γ0) ≤ 2k−N .
Покроем каждую область ∆k, k = 0, 1, . . . , N, кубами ∆ki1,...,il с

гранями, параллельными граням куба Ω, и с ребрами, имеющими
длину hk = 2k/2N , k = 0, 1, . . . , N − 1.
Оценим n − общее число элементов ∆ki1,...,il покрытия области Ω.

Очевидно,

n ³ l
N∑
k=1

 1− 2
k−1
2N

2k

2N − 2
k−1
2N


l−1
³
N∑
k=1

(
2N−k+1 − 1)l−1 ³ N∑

k=1

2(N+1)(l−1)

2k(l−1)
³

³ 1

2l−1 − 1(2
(N+1)(l−1) − 2l−1).

Таким образом, n ³ 2N (l−1). Повторяя рассуждения, проведенные
в § 3, можно показать,что δn(B∗r,γ(Ω)) ³ 2−N(r+1−γ). Cледовательно,
получаем δn(B∗r,γ(Ω)) ³ n−(r+1−γ)/(l−1).
Учитывая известное неравенство δn ≤ 2dn, связывающее n-попе-

речники Бабенко и Колмогорова, завершаем доказательство тео-
ремы.
Теорема 4.7 [53], [165]. Пусть Ω = [0, T ]l, l = 2, 3, . . . . Справед-
ливы оценки

δn(B
∗∗
r,γ(Ω)) ³ dn(B∗∗r,γ(Ω)) ³ 2−

n(r+1−γ)
2l−1 .

Доказательство теоремы проводится по аналогии с доказатель-
ством теоремы 4.6.
Замечание. В заключение этой главы приведем оценки попе-

речников Бабенко и Колмогорова на классе Q̃rγ(Ω,M).
Определение 4.1. Пусть Ω = [−1, 1]l l = 1, 2, · · · . Функция

ϕ(x1, . . . , xl) ∈ Q̃rγ(Ω,M) если выполнены условия
max
x∈Ω |∂

|v|ϕ(x)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M при 0 ≤ |v| < r − 1,
|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M(1 + ln |ρ(x,Γ)|) при |v| = r,
|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M/ρ(x,Γ)|v|−r при r < |v| < s,
где x = (x1, . . . , xl), v = (v1, . . . , vl), |v| = v1 + · · ·+ vl, γ = s− r.
Теорема 4.7. Пусть Ω = [−1, 1]. Справедливы оценки

δn(Q̃r,γ(Ω,M)) ≥ An−s;
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dn(Q̃r,γ(Ω,M), c) ≤ An−s lnn.
Теорема 4.8. Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 2, 3, · · · . Справедливы

оценки

δn(Q̃r,γ(Ω,M)) ≥ A

n−(s−γ)/(l−1) при v > l/(l − 1),
n−s/l(lnn)s/l при v = l/(l − 1),
n−s/l при v < l/(l − 1),

dn(Q̃r,γ(Ω,M)) ≤ A

n−(s−γ)/(l−1) lnn при v > l/(l − 1),
n−s/l(lnn)1+s/l при v = l/(l − 1),
n−s/l lnn при v < l/(l − 1),

где v = s/r.
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ГЛАВА II

ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ
СЛАБОСИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ ФРЕДГОЛЬМА И ВОЛЬТЕРРА

1. Классические методы приближенного решения
интегральных уравнений Фредгольма

Подробные обзоры приближенного решения интегральных урав-
нений Фредгольма даны в монографиях [83], [91], [92].
В этом параграфе, следуя монографиям [91], [92], дается описа-

ние классических приближенных методов решения интегральных
уравнений Фредгольма второго рода.

1.1. Методы коллокации и механических квадратур

Наиболее употребительными и просто реализуемыми являют-
ся методы коллокации и механических квадратур. Изложим эти
методы на примере одномерного интегрального уравнения

Kx ≡ x+Hx ≡ x(t) +
1∫
−1
h(t, τ)x(τ)dτ = f(t). (1.1)

Приближенное решение уравнения (1.1) будем искать в виде
интерполяционного полинома

xn(t) =
n∑
k=1

xkψk(t) (1.2)

с неизвестными коэффициентами xk. Здесь ψk(t) − фундаменталь-
ные полиномы степени n−1 по узлам tk, k = 1, 2, . . . , n, полиномов
Лежандра степени n.
Подставляя xn(t) в уравнение (1.1) вместо неизвестной функции

x(t) и приравнивая левые и правые части полученного выражения
в узлах tk, k = 1, 2, . . . , n, получаем метод коллокации:

Knxn ≡ xn(tk) +
1∫
−1
h(tk, τ)xn(τ)dτ = f(tk), k = 1, 2, . . . , n. (1.3)

В уравнении (1.3) интегралы могут быть вычислены по квадра-
турной формуле Гаусса. В результате приходим к методу механи-
ческих квадратур

K∗nxn ≡ xn(tk) +
n∑
l=1

plh(tk, tl)xn(tl) = f(tk), k = 1, 2, . . . , n. (1.4)
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Здесь pl, l = 1, 2, . . . , n − коэффициенты квадратурной формулы
Гаусса по узлам полиномов Лежандра.
Проведем обоснование методов коллокации и механических ква-

дратур. Обоснование будем проводить в пространстве X =
C[−1, 1] функций, непрерывных на сегменте [−1, 1], и в его под-
пространстве Xn, состоящем из полиномов вида (1.2). Обозначим
через Pn оператор, проектирующий X на Xn. Известно [141], что
‖Pn‖ ≤ An.
Будем считать, что оператор K ∈ B[X,X] непрерывно обратим.
Методы коллокации и механических квадратур в операторной

форме записываются в виде уравнений

Knxn ≡ Pn
xn(t) +

1∫
−1
h(t, τ)xn(τ)dτ

 = Pn[f ] (1.5)

и

K∗nxn ≡ Pn
xn(t) +

1∫
−1
P τn [h(t, τ)xn(τ)]dτ

 = Pn[f ]. (1.6)

Эквивалентность уравнений (1.3) и (1.5), а также (1.4) и (1.6)
следует из известного факта теории приближений: если два алге-
браических полинома степени n−1 равны между собой в n различ-
ных узлах, то они тождественно равны. Из этого же утверждения
следует, что Pnxn ≡ xn. Поэтому уравнения (1.5) и (1.6) можно
записать в более удобной форме

Knxn ≡ xn(t) + Pn
 1∫
−1
h(t, τ)xn(τ)dτ

 = Pn[f(t)] (1.7)

и

K∗nxn ≡ xn(t) + Pn
 1∫
−1
P τn [h(t, τ)xn(τ)]dτ

 = Pn[f(t)]. (1.8)

Для обоснования методов коллокации и механических квадратур
воспользуемся общей теорией приближенных методов, элементы
которой изложены в §6 введения.
Будем считать, что h(t, τ) ∈ W rr(M) и f ∈ W r(M), r ≥ 2.
Для того, чтобы обосновать метод коллокации, нужно проверить

следующее условие: для любого x ∈ X найдется элемент zn ∈ Xn,
такой, что ‖Hx− zn‖ ≤ ε1(n)‖x‖.
Возьмем в качестве zn(t) полином zn(t) =

1∫
−1
hn−1(t, τ)x(τ)dτ,
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где hn(t, τ) − полином степени n наилучшего равномерного при-
ближения к функции h(t, τ) по переменной t. Тогда∥∥∥∥∥∥∥

1∫
−1
h(t, τ)x(τ)dτ − zn(t)

∥∥∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥∥∥
1∫
−1
[h(t, τ)− hn−1(t, τ)]x(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ A‖x‖
1∫
−1
|h(t, τ)− hn−1(t, τ)|dτ ≤ AEtn−1(h)‖x‖. (1.9)

Здесь Etn(h) − наилучшее приближение функции h(t, τ) полино-
мами степени n по переменной t в квадрате [−1, 1]2.
Из неравенства (1.9) и оценки ‖Pn‖ ≤ An следует, что при n

таких, что q = AnEtn(h) < 1, система уравнений (1.7) однозначно
разрешима и справедлива оценка ‖K−1n ‖ ≤ ‖K−1‖/(1− q).
Функция f ∈ W r(M) приближается полиномами fn ∈ Xn с точ-

ностью En−1(f). Из теоремы 6.2 введения следует, что ‖x∗ −x∗n‖ ≤≤ An(En−1(f) +Etn−1(h)), где x∗ и x∗n − решение уравнений (1.1) и
(1.7), соответственно.
Таким образом, доказано следующее утверждение.
Теорема 1.1. Пусть оператор K ∈ [С ,С ] непрерывно обратим,

функции h(t, τ) ∈ W r,r(M), f(t) ∈ W r(M), r ≥ 2. Тогда при n
таких, что q = AnEtn−1(h) < 1, система уравнений (1.7) однозначно
разрешима и справедлива оценка ‖x∗ − x∗n‖ ≤ An(En(f) + Etn(h)),
где x∗ и x∗n − решения уравнений (1.1) и (1.7), соответственно.
Для обоснования метода механических квадратур нужно найти

норму разности операторов Kn и K∗n.
Воспользовавшись тем, что квадратурная формула по узлам по-

линомов Лежандра является квадратурной формулой наивысшей

алгебраической степени точности (т.е.
1∫
−1
P τn [h(t, τ)xn(τ)]dτ =

=
1∫
−1
P τn [h(t, τ)]xn(τ)dτ), имеем:

‖Knxn −K∗nxn‖ =
∥∥∥∥∥∥∥Pn

 1∫
−1
(h(t, τ)− P τn [h(t, τ))]xn(τ)dτ


∥∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ A‖Pn‖‖h(t, τ)− P τn [h(t, τ)]‖‖xn‖ ≤ An2Eτn−1(h).
Воспользовавшись обобщенной теоремой Банаха, можно пока-

зать, что при q1 = max(q, An2Eτn−1(h) < 1, система уравнений (1.8)
однозначно разрешима и справедлива оценка ‖x∗(t) − x∗∗n (t)‖ ≤
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An2(En−1(f) +
+Etn−1(h) + Eτn−1(h)), где x∗∗n − решение уравнения (1.8).
Таким образом, доказано следующее утверждение.
Теорема 1.2. Пусть оператор K ∈ [C,C] непрерывно обратим,

h(t, τ) ∈ W rr(M), f(t) ∈ W r(M), r ≥ 3. Тогда при n таких, что q =
A(nEtn−1(h) + n2Eτn−1(h)) < 1, система уравнений (1.8) однозначно
разрешима и справедлива оценка ‖x∗ − x∗∗n ‖ ≤ A(nEtn−1(h) +
+n2Eτn−1(h) + En−1(f)), где x∗ и x∗∗n - решения уравнений (1.1) и
(1.8), соответственно.
Замечание 1. Несколько усложняя доказательство теоремы

1.2, можно показать, что она справедлива при q = An(Etn−1(h) +
Eτn−1(h)) <
< 1 и имеет место оценка ‖x∗ − x∗∗n ‖ ≤ A(En−1(f) + n(Etn−1(h) +
+Eτn−1(h))).
Доказательство этого утверждения предоставляется читателю.
Замечание 2. Для приближенного решения уравнений

x(t) +
1∫
−1
ω(τ)h(t, τ)x(τ)dτ = f(t),

где ω(t) − весовая функция, подобным образом строятся и обосно-
вываются вычислительные схемы методов коллокации и механи-
ческих квадратур. Отличие состоит лишь в том, что в качестве
узлов коллокации и квадратурных формул берутся узлы ортого-
нальных на сегменте [−1, 1] с весом ω(t) полиномов.
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1.2. Метод последовательных приближений

Рассмотрим интегральное уравнение второго рода

x(t)− λ
b∫
a

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t). (1.10)

Его приближенное решение будем искать в виде ряда по целым
степеням λ

x(t) = x0(t) + λx1(t) + λ
2x2(t) + · · ·+ λnxn(t) + · · · . (1.11)

Подставляя этот ряд в уравнение (1.10), имеем:

x0(t) + λx1(t) + λ
2x2(t) + · · · =

= f(x) + λ
b∫
a

h(t, τ)[x0(τ) + λx1(τ) + λ
2x2(τ) + · · ·+ · · ·]dτ.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях λ, полу-
чим:

x0(t) = f(t),

x1(t) =
b∫
a

h(t, τ)x0(τ)dτ,

. . . . . . . . . . . . . . .

xn+1(t) =
b∫
a

h(t, τ)xn(τ)dτ, (1.12)

. . . . . . . . . . . . . . . .

Система уравнений (1.12) является частным случаем метода
простой итерации

xn+1(t) = λ
b∫
a

h(t, τ)xn(τ)dτ + f(t),

n = 0, 1, . . . , если в последнем в качестве начального приближения
положить x0 = 0.
Введем итерированные ядра

h1(t, τ) = h(t, τ),

h2(t, τ) =
b∫
a

h(t, v)h1(v, τ)dv,
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h3(t, τ) =
b∫
a

h(t, v)h2(v, τ)dv,

. . . . . . . . . . . . . . . . .

Воспользовавшись этими обозначениями, можно записать выра-
жение для последовательных функций xn(t): x0(t) = f(t), xn(t) =

=
b∫
a
hn(t, τ)f(τ)dτ , n = 1, 2, . . . .

Тогда ряд (1.11) имеет вид

x(t) = f(t) + λ
b∫
a

Γ(t, τ, λ)f(τ)dτ,

где функция Γ(t, τ, λ), определяемая рядом

Γ(t, τ, λ) = h1(t, τ) + λh2(t, τ) + · · · ,
называется резольвентой уравнения (1.10).
Покажем, что при достаточно широких предположениях отно-

сительно ядер h(t, τ) и числового параметра λ ряд (1.11) сходится
к решению уравнения (1.10).
Для определенности обоснование метода последовательных при-

ближений проведем в метрике пространства C[a, b]. При этом бу-
дем считать, что функции h(t, τ) и f(t) непрерывны.
Взяв в качестве начального приближения функцию x0(t), после-

довательные приближения получаем по формуле:

xn+1(t) = λ
b∫
a

h(t, τ)xn(τ)dτ + f(t), (1.13)

n = 0, 1, . . . .
К исследованию сходимости итераций применим теорему Бана-

ха о сжатых отображениях. Для этого оценим норму

‖xn+1 − xn‖ = ‖
b∫
a

λh(t, τ)(xn(τ)− xn−1(τ))dτ‖ ≤

≤ |λ|
max

t

b∫
a

|h(t, τ)|dτ
 ‖xn − xn−1‖ ≤

≤ |λ|max
t,τ
|h(t, τ)|(b− a)‖xn − xn−1‖.

Если |λ|(b − a)max
t,τ
|h(t, τ)| ≤ q < 1, то по теореме Банаха ите-

рации (1.13) сходятся к единственному решению x∗(t) уравнения
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(1.10) со скоростью ‖x∗ − xn‖ ≤ qn η01−q , где η0 = ‖f(t) − x0(t) −
λ
b∫
a
h(t, τ)x0(τ)dτ‖.
Таким образом, доказано следующее утверждение.
Теорема 1.3. Пусть функции h(t, τ) и f(t) непрерывны и вы-

полнено условие

|λ|(b− a)max
t,τ
|h(t, τ)| < 1. (1.14)

Тогда уравнение (1.10) имеет единственное решение x∗(t), к ко-
торому сходится приближение (1.13) со скоростью ‖x∗ − xn‖ ≤
qnη0/(1− q).
Пусть λ удовлетворяет условию (1.14). Тогда ряд (1.11) схо-

дится со скоростью геометрической прогрессии, и им можно поль-
зоваться для приближенного решения уравнения (1.10). Если ин-
тегралы (1.12) не вычисляются точно, то они могут быть с до-
статочно высокой степенью точности приближены квадратурны-
ми формулами. В книгах [92], [102] исследуются методы последо-
вательных приближений с возмущениями и указаны условия, при
которых они сходятся.

1.3. Метод аналитического продолжения по параметру λ

Вначале изложим, следуя [92], классический метод аналитиче-
ского продолжения. Для определенности будем считать функции
h(t, τ) и f(t) непрерывными.
При выполнении условия (1.14) ряд (1.11) сходится в метрике

пространства C в круге радиуса r0 < 1/((b − a)‖h(t, τ)‖C) с цен-
тром в начале координат. Так как этот ряд является функцией
аналитической по λ в окрестности точки λ = 0, то он может схо-
диться и в более широкой области, нежели круг R(0, r0). Этот ряд
сходится, по крайней мере, в круге радиуса |λ1| с центром в на-
чале координат. Здесь |λ1| − первое собственное число уравнения
(1.10).
Однако если |λ1| − собственное число интегрального уравнения

(1.10), то ряд (1.11) будет плохо сходиться в окрестности |λ1| и
будет расходиться при |λ| > |λ1|. В этом случае возможно исполь-
зование метода аналитического продолжения. Этот метод особен-
но эффективен, если заранее известно расположение собственных
чисел интегрального уравнения (1.10). Предположим для опре-
деленности, что λ1 = −1. Выбор в качестве λ1 числа −1 осно-
ван на том, что это значение является собственным числом инте-
грального уравнения теории потенциала. В общем случае замена
µ = −1/λ1 приводит к собственному числу −1.
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Опишем вначале метод непосредственного продолжения [92] .
Решение интегрального уравнения при |λ| < 1 дается сходящимся
рядом

x(t) = x0(t) + λx1(t) + λ
2x2(t) + · · · .

Это решение зависит от параметра λ, и его естественно запи-
сать, как x(t, λ). Предположим, что следующее по модулю соб-
ственное число λ2 удовлетворяет неравенству |λ2| > 2. Пусть тре-
буется найти решение уравнения (1.10) при 1 < λ ≤ 2, т.е. при тех
значениях λ, при которых ряд (1.11) расходится. Представим реше-
ние x(t, λ) рядом по степеням

(
λ+ 12

)
. Сделаем замену λ = µ+1/2.

Тогда

x(t, λ) = x0(t) +

(
µ+
1

2

)
x1(t) +

(
µ+
1

2

)2
x2(t) + · · · =

= (x0(t) +
1

2
x1(t) +

1

4
x2(t) + · · ·) + (x1(t) + x2(t) + 3

4
x3(t) + · · ·)µ+

+(x2(t) +
3

2
x3(t) + · · ·)µ2 + · · · .

Этот ряд имеет радиус сходимости, равный 3/2, и, следователь-
но, с его помощью можно находить решение в интервале (1,2).
Второй широко применяемый метод аналитического продол-

жения заключается в введении дробно-линейного преобразования
λ = a+bµ

c+dµ
, осуществляющего преобразование множества собствен-

ных значений уравнения (1.10) с комплексной плоскости λ на ком-
плексную плоскость µ. При этом, если заранее известно расположе-
ние собственных значений уравнения (1.10), то можно подобрать
константы a, b, c, d в дробно-линейном преобразовании таким обра-
зом, чтобы ряд, составленный по степеням параметра µ, сходился
в более широкой области, нежели ряд, составленный по степеням
параметра λ.
Метод аналитического продолжения по параметру широко при-

меняется при решении самых разнообразных задач математиче-
ской физики [92], [102], [111].

1.4. Метод вырожденного ядра

Ядро h(t, τ) называется вырожденным, если оно имеет вид

h(t, τ) =
n∑
k=1

ak(t)bk(τ). (1.16)
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Для уравнения

Kx ≡ x(t)− λ
b∫
a

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t) (1.17)

с таким ядром нетрудно получить решение в замкнутой форме.
В разложении (1.16) функции ak(t), k = 1, 2, . . . , n, или функции

bk(t), k = 1, 2, . . . , n, можно считать линейно независимыми, так
как в противном случае, выделив линейно независимое подмно-
жество, можно было бы уменьшить число слагаемых в разложе-
нии. Для определенности будем считать, что функции ak(t), k =
1, 2, . . . , n, линейно независимые.
Решение уравнения (1.17) будем искать в виде суммы

x(t) = f(t) +
n∑
k=1

Akak(t), (1.18)

где Ak, k = 1, 2, . . . , n, − константы, подлежащие определению.
Введем обозначения

fk =
b∫
a

f(t)ak(t)dt, γkl =
b∫
a

al(t)bk(t)dt.

Подставляя выражение x(t) в уравнение (1.17), получаем выра-
жение:

n∑
k=1

Akak(t)− λ
b∫
a

 n∑
j=1

aj(t)bj(τ)

 f(τ)dτ−
−λ

b∫
a

n∑
j=1

n∑
k=1

Akaj(t)bj(τ)ak(τ)dτ = 0.

Приравнивая коэффициенты при линейно независимых функци-
ях
ak(t), k = 1, 2, . . . , n, приходим к системе уравнений:

Ai − λ
n∑
j=1

Ajγij = λfi, i = 1, 2, . . . , n. (1.19)

Обозначим через ∆(λ) определитель системы уравнений (1.19).
Если∆(λ) 6= 0, то система (1.19) однозначно разрешима, и, опре-

делив из нее неизвестные коэффициенты Ak, k = 1, 2, . . . , n, по
формуле (1.18) находим решение уравнения (1.17) с ядром (1.16).
Простота решения интегральных уравнений с вырожденным

ядром делает привлекательным сведение общего интегрального
уравнения (1.17) к уравнению с вырожденным ядром.
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Рассмотрим уравнение (1.17) в банаховом пространстве C[a, b].
Пусть оператор K ∈ B[C,C] непрерывно обратим. Пусть ϕk(t),
k = 1, 2, . . . ,− система линейно независимых функций, такая, что
функцию h(t, τ) в квадрате [a, b]2 можно с любой точностью ап-

проксимировать суммами
n∑
k=1
ϕk(t)ψk(τ). Тогда существует такое

N , что при n ≥ N
‖h(t, τ)−

n∑
k=1

ϕk(t)ψk(τ)‖C‖K−1‖(b− a) = q < 1.

По теореме Банаха об обратном операторе уравнение

KNx ≡ x(t)− λ
N∑
k=1

b∫
a

ϕk(t)ψk(τ)x(τ)dτ = f(t) (1.20)

однозначно разрешимо и справедлива оценка ‖x∗ − x∗N‖ ≤
C‖h(t, τ)−
− n∑
k=1
ϕk(t)ψk(τ)‖C , где x∗ и x∗N − решения уравнений (1.17) и (1.20)

соответственно.
Уравнение (1.20) является вырожденным, и к нему применим

описанный выше алгоритм.

1.5. Метод моментов

Пусть ϕk(t), k = 1, 2, . . . ,− полная ортонормальная в простран-
стве L2[a, b] система функций.
Приближенное решение уравнения (1.10) будем искать в виде

линейной комбинации

xn(t) = f(t) +
n∑
k=1

akϕk(t), (1.21)

где ak, k = 1, 2, . . . , n, − требующие определения коэффициенты.
Отметим, что в этом случае можно наложить на функции h(t, τ)

и f(t) более общие условия. Вместо того, чтобы требовать, чтобы
h(t, τ) и f(t) были непрерывными функциями, можно предполо-
жить, что оператор K отображает L2[a, b] в L2[a, b], т.е.

f(t) ∈ L2[a, b],
b∫
a

b∫
a

|h(t, τ)|2dtdτ <∞.

Коэффициенты ak определяются из системы уравнений

(Kxn, ϕl) = (f, ϕl), l = 1, 2, . . . , n. (1.22)
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Эта система получена из следующих соображений. Пусть {ϕk}−
полная в L2[a, b] система. Пусть уравнение (1.10) имеет в L2 реше-
ние x∗(t). Тогда x∗(t) можно разложить в ряд по функциям ϕk,
k = 1, 2, . . .. Так как x∗− решение уравнения Kx = f , а система
ϕk, k = 1, 2, . . . , полна в L2[a, b], то коэффициенты Фурье функции
Kx∗ − f по системе функций ϕk, k = 1, 2, . . . , равны нулю. Так
как приближенное решение ищется в виде линейной комбинации
(1.21), включающей n функций ϕk, k = 1, 2, . . . , n, то естественно
требовать, чтобы функция Kxn − f была ортогональна первым n
функциям системы {ϕk}, k = 1, 2, . . ..
Коэффициенты Фурье fk = (f, ϕk), k = 1, 2, . . . , называются

также моментами функции f(t) по системе ϕk, k = 1, 2, . . .. Отсю-
да и происходит название метода − метод моментов.
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2. Оптимальные по точности и сложности методы
решения одномерных слабосингулярных интегральных

уравнений
Продолжим начатый в предыдущем параграфе обзор прибли-

женных методов решения интегральных уравнений.
Рассмотрим одномерное слабосингулярное интегральное урав-

нение Фредгольма

x(t) +
1∫
0

h(t, τ)x(τ)

|τ − t|η dτ = f(t). (2.1)

К этому уравнению применимы, с некоторыми модификациями,
методы, изложенные в предыдущем параграфе. Однако при непо-
средственном применении этих методов оказываются невысокими
быстрота сходимости и точность.
Г. М. Вайникко, А. Педасом и П. Убо [57] было проведено ис-

следование гладкости решений уравнений вида (2.1) и построены
оптимальные по точности методы их решения.
Исследования оптимальных по точности и сложности методов

решения слабосингулярных интегральных уравнений Вольтерра
и Фредгольма являются активно развивающимися направлениями
численного анализа. Подробный обзор результатов, полученных в
этом направлении, содержится в [57], [164], [167], [168]. Здесь мы
остановимся только на нескольких основных результатах, полу-
ченных в этом направлении после выхода из печати книги [57].
В работе [168] исследована гладкость решений слабосингуляр-

ных интегральных уравнений Вольтерра

x(t) +
t∫
0

h(t, τ)x(τ)

(t− τ)η dτ = f(t), t ∈ [0, T ], (2.2)

x(t) +
t∫
0

h(t, τ, x(τ))

(t− τ)η dτ = f(t), t ∈ [0, T ], (2.3)

0 ≤ η < 1, и на неравномерных сетках построены сплайн-коллока-
ционные методы их решения. В ряде случаев эти методы являются
оптимальными по точности (по порядку) .
Различные способы построения сплайн-коллокационных мето-

дов на неравномерных сетках изучались в работах [57], [164], [167],
[168].
Цикл работ С. В. Переверзева [128] − [132] посвящен прямым

методам решения интегральных уравнений. Прямым методом ре-
шения операторного уравнения

Kx ≡ x+Hx = f, (2.4)
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заданного в банаховом пространстве В, следуя С. Л. Соболеву
[143], будем называть произвольный метод М , согласно которому
оператору H ∈ [B,B] ставится в соответствие такой N - мерный
оператор HN , что уравнение

xN +HNxN = f (2.5)

имеет единственное решение x∗N(M). Это решение берем в каче-
стве приближенного решения уравнения (2.4), полученного мето-
дом М . При фиксированном N множество всех прямых методов М
обозначим через MN .
Обозначим через Ψ1(α, β) множество операторов H ∈ [B,B],

удовлетворяющих неравенствам ‖H‖ ≤ α, ‖(I+H)−1‖ ≤ β, а через
Ψ2(γ) − множество элементов из В, удовлетворяющих неравенству
‖x‖ ≤ γ, x ∈ B.
Величина εN(Ψ1,Ψ2,M) = sup

x+Hx=f,H∈Ψ1,f∈Ψ2
‖x− xN(M)‖B

является погрешностью прямого метода М на классе уравнений
(Ψ1,Ψ2).
Величина εN(Ψ1,Ψ2) = inf

M∈MN
εN(Ψ1,Ψ2,M) определяет точность

решения уравнений класса (Ψ1,Ψ2) прямыми методами.
В работах [128] − [132] исследованы прямые методы решения од-

номерных интегральных уравнений Фредгольма и Вольтерра при
различных способах задания конечномерных операторов HN и в
различных базисах.
Гладкость решений одномерных нелинейных слабосингулярных

интегральных уравнений Вольтерра была исследована в статье
[169].
Рассматривалось уравнение

x(t) +
t∫
0

h(t, τ, x(τ))dτ = f(t), 0 < t ≤ T, (2.6)

при условиях:
1) ядро h(t, τ, u) имеетm непрерывных производных по перемен-

ным t, τ, u, 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ τ ≤ t, u ∈ R, причем существует такое
действительное число v ∈ (−∞, 1), что для 0 ≤ τ < t ≤ T, u ∈ R
и неотрицательных целых чисел i, j, k, таких, что i + j + k ≤ m,
справедливы следующие неравенства:∣∣∣∣∣∣

(
∂

∂t

)i ( ∂
∂t
+
∂

∂τ

)j ( ∂
∂u

)k
h(t, τ, u)

∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤ b2(|u|)


1, если v + i < 0,
1 + |log(t− τ)|, если v + i = 0,
|t− τ |−v−i, если v + i > 0,

(2.7)

и ∣∣∣∣∣∣
(
∂

∂t

)i ( ∂
∂t
+
∂

∂τ

)j ( ∂
∂u

)k
h(t, τ, u1)−

−
(
∂

∂t

)i ( ∂
∂t
+
∂

∂τ

)j ( ∂
∂u

)k
h(t, τ, u2)

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ b2max(|u1|, |u2|)|u1 − u2|


1, если v + i < 0,
1 + |log|(t− τ)||, если v + i = 0,
|t− τ |−v−i, если v + i > 0,

(2.8)
где функции b1 и b2 − монотонно возрастающие;
2) функция f(t) ∈ Cm,v([0, T ]), т.е. она имеет непрерывные про-

изводные на сегменте [0, T ] и удовлетворяет неравенствам

|f (k)(t)| ≤ A


1, если k < 1− v,
1 + |log|t||, если k = 1− v,
t1−v−k, если k > 1− v,

где k = 0, 1, . . . ,m;
3) интегральное уравнение (2.6) имеет решение u0 ∈ L∞(0, T ).
В [169] показано, что если выполнены условия (1), (2), (3), то

решение уравнения (2.6) x∗(t) ∈ Cm,v(0, T ].
Гладкость решений нелинейных интегральных уравнений Фред-

гольма

x(t) +
2T∫
0

h(t, τ, x(τ))dτ = f(t), 0 ≤ t ≤ 2T, (2.9)

исследовалась в [169] при следующих условиях:
1) ядро h(t, τ, u) имеет m непрерывных производных при t,

τ ∈ [0, 2T ], t 6= τ, u ∈ R, и существует действительное число v ∈
∈ (−∞, 1), такое, что для неотрицательных целых чисел i, j, k при
i+ j + k ≤ m выполняются неравенства (2.7), (2.8);
2) f ∈ Cm,v(0, 2T ), т.е. функция f(t) имеет m непрерывных про-

изводных при 0 < t < 2T, удовлетворяющих неравенствам

|f (k)(t)| ≤ A


1, если k < 1− v,
1 + |log(ρ(t))|, если k = 1− v,
ρ(t)1−v−k, если k > 1− v,

где ρ(t) = min(t, 2T − t).
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В [169] доказано, что если уравнение (2.9) имеет решение x∗ ∈
∈ L∞(0, 2T ), то u∗(t) ∈ Cm,v(0, 2T ).
В работе [169] предложены и обоснованы сплайн-коллокационные

методы решения уравнений (2.6) и (2.9) .
Опишем этот метод для уравнения (2.9). Сегмент [0, 2T ] раз-

бивается на 2N сегментов ∆k = [tk, tk+1], k = 0, 1, . . . , 2N − 1,
узлами tk =

(
k
N

)v
T, k = 0, 1, . . . , N, tk = 2T −

(
2N−(k+1)
N

)v
T,

k = N + 1, . . . , 2N, v ≥ 1.
В каждом сегменте ∆k, k = 0, 1, . . . , 2N − 1, выбирается m уз-

лов ξkl , l = 1, 2, . . . , m, k = 0, 1, . . . , 2N − 1, по которым строится
интерполяционный полином xm(t,∆k) с неизвестными значениями
xm(ξ

k
l ), l = 1, 2, . . . ,m, k = 0, 1, . . . , 2N − 1. Локальный сплайн,

составленный из полиномов xm(t,∆k), k = 0, 1, . . . , 2N − 1, обозна-
чается через xm(t).
Метод коллокации для уравнения (2.9) имеет видxm(t) +

2T∫
0

h(t, τ, xm(τ))dτ − f(t)

t=ξkl

= 0, (2.10)

l = 1, 2, . . . ,m, k = 0, 1, . . . , 2N − 1.
Исследована сходимость метода (2.10) при различных значени-

ях параметра v. Определены значения параметра v, при которых
метод является оптимальным по порядку по точности и имеет по-
грешность порядка N−m.
Аналогичные результаты получены в [169] для слабосингуляр-

ных интегральных уравнений Вольтерра.
Вопросы сложности решений интегральных уравнений Фред-

гольма исследуются с 1967г., когда была опубликована работа
[80], в которой построен оптимальный по порядку (по сложности)
итерационно-проекционный метод решения интегрального уравне-
ния

Kx ≡ x(t) +
1∫
0

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t) (2.11)

на классе функций W r(1).
В качестве информационного оператора T (h, f) при решении

этого уравнения были взяты значения функции h(t, τ) в N1 уз-
лах и значения функции f(t) в N2 узлах, N1 + N2 = N. Пусть F0
означает множество способов задания информации, при которых
каждому интегральному уравнению (2.11) ставится в соответствие
числовой вектор T (h, f) =

95



= (h(t1, τ1), . . . , h(tN1, τN1), f(tN1+1), . . . , f(tN)), где (tk, τk), k =
1, . . . , N1 и tk, k = N1 + 1, . . . , N, некоторые точки из [0, 1]2 и [0, 1],
фиксированные для каждого метода T из F0. Было показано, что

EN(W
r(1), C, F0) ³ N−r/2 (2.12)

и
compc(W

r(1), F0, ε) ³ ε−2/r. (2.13)

В работе [128] было отмечено, что из результатов статьи [80]
непосредственно следуют оценки EN(W r(1), L2, F0) ≥ CN−r/2,
compc(W

r(1), F0, ε) ³ ε−2/r.
В этой же работе [128] было отмечено, что при другом спосо-

бе задания информационного оператора оценка сложности реше-
ния интегрального уравнения Фредгольма может быть значитель-
но усилена. Как и в [128], изложим эти результаты на примере
интегрального уравнения

Kx ≡ x(t) +
2π∫
0

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t) (2.14)

с периодическими, с периодом 2π, функциями h(t, τ) и f(t).
В [128] получена оценка

inf
F⊂Fu

EN(Ψ, X, F ) ≥ cN−r, (2.15)

где X = C,L2, Ψ = W̃ r(1), c− константа, не зависящая от N.
Изложим несколько способов решения интегральных уравнений

Фредгольма, имеющих меньшую сложность, нежели (2.12).
Обозначим через Vm и Sm действующие в пространстве тригоно-

метрических полиномов операторы Валле-Пуссена и Фурье, опре-
деленные соотношением

Vmf(t) =
1

π

2π∫
0

1
2
+
m∑
k=1

cos k(t− τ)+

+
2m−1∑
k=m+1

(
1− k −m

m

)
cos k(t− τ)

 f(τ)dτ,
Smf(t) =

1

π

2π∫
0

1
2
+
m−1∑
k=1

cos k(t− τ)
 f(τ)dτ.

Если f ∈ W r(1), то в пространствах X = C,L2 для оператора
Vm справедливы оценки ‖f − Vmf‖X ≤ Am−r‖f (r)‖, ‖Vm‖X ≤ A.
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Для оператора Sm справедливы оценки ‖f−Smf‖C ≤ Am−r lnm,
‖Sm‖C ≤ A lnm, ‖f − Smf‖L2 ≤ Am−r, ‖Sm‖ ≤ A.
В качестве приближенного решения уравнения (2.14) возьмем

точное решение вырожденного уравнения

x(t) + V tn2
2π∫
0

Sτn[h(t, τ)]x(τ)dτ = VNf, N ³ n3,

где верхние индексы t и τ означают переменные, по которым бе-
рутся операторы.
Этот метод приводит к оценкам EN(W̃ r(1), C, F conv) ³ N−2r/3,
compC(W̃

r(1), F conv, ε) ³ ε−3/2r, где F conv - множество спосо-
бов задания информации TΩ(H, f), отвечающих всевозможным вы-
пуклым множествам Ω, внутренность которых не пуста.
В [128] отмечается, что если в качестве оператора F ⊂ F conv

использовать двумерные коэффициенты Фурье с номерами из ги-
перболических крестов, то можно получить оценку (2.15).
Там же исследована сложность решения уравнения (2.14) при

задании коэффициентов Фурье функции h(t, τ) с номерами из ги-
перболических крестов.
При решении уравнения (2.14) использовался способ задания ин-

формации Tm, определяемый набором функционалов

Tm(H, f) =

 2π∫
0

2π∫
0

h(t, τ) cos(kt− πi
2
) cos(nτ − πj

2
)dtdτ,

2π∫
0

f(t) cos(lt− πi
2
)dt, i, j = 0, 1; k, n, l = 0, 1, . . . , m, kn ≤ m

 .
В набор Tm входят коэффициенты Фурье ядер h(t, τ) с номера-

ми из гиперболического креста Γm = {(t, τ) : |tτ | ≤ m, |t| ≤
m, |τ | ≤ m}.
В [128] показано, что при использовании информационного опе-

ратора Tm справедлива оценка compL2(W
r
L2
(1), ε) ≤ Cε−1/r log(1/ε).

Там же получена оценка снизу compL2(W
r
L2
(1), ε) ≥ Cε−1/r.

Исследование сложности решения уравнения (2.14) при задании
информации об уравнении в виде коэффициентов Фурье функции
h(t, τ) c номерами из ступенчатого гиперболического креста про-
ведено в [132].
Отметим, что оптимальность методов восстановления функций

с доминирующей старшей производной отрезками ряда Фурье с
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номерами коэффициентов из гиперболических крестов была отме-
чена
К.И. Бабенко [4].
Подробное изложение методов восстановления функций многих

переменных отрезками рядов Фурье с номерами коэффициентов
Фурье, принадлежащими гиперболическим крестам, содержится в
монографии В.Н. Темлякова [148].
В работе С.В. Переверзева и С.Г. Солодкого [187] исследованы

адаптивные прямые методы решения интегральных уравнений ви-
да

Kx ≡ x(t) +Hx = f, Hx =
1∫
0

h(t, τ)x(τ)

|τ − t|η dτ, 0 ≤ η < 1. (2.16)

Пусть β = 1−η, Hβ− класс функций, удовлетворяющих условию
Гельдера с показателем β (0 < β < 1) и с нормой

‖x‖β = max
t
|x(t)|+ sup

t1 6=t2
|x(t1)− x(t2)|/|t1 − t2|β, (t, t1, t2 ∈ [0, 1]).

Через Hβ = Hβ(M) обозначим множество операторов вида Hx,
отображающих С в Hβ и удовлетворяющих неравенствам

‖H‖C→Hβ ≤M1, ‖(I +H)−1‖C→C ≤M2.
Через Ψβ обозначен класс однозначно разрешимых уравнений

вида (2.16), у которых ‖f‖β ≤ 1.
Приближенное решение уравнения (2.16) ищется по методу Рит-

ца в виде линейной комбинации

xN =
N∑
k=1

ckϕk + f, (2.17)

где ϕk − базисные элементы.
Если базисные элементы не зависят от вида оператора H, то

метод приближенного решения уравнения (2.16) является неада-
птивным. Если базисные элементы {ϕk}, k = 1, 2, . . . , N, зависят
от вида конкретного оператора H, то метод называется адаптив-
ным.
В [187] даны определения оптимальных по точности адаптивных

методов и предложен метод, являющийся оптимальным по поряд-
ку (по точности) методом решения интегральных уравнений на
классе Ψβ.
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Этот метод заключается в следующем. Пусть li, i = 1, 2, . . . , n,
базис подпространства пространства X = C, и пусть

ϕk =

{
lk, k = 1, 2, . . . , n,

Hlk−n, k = n+ 1, . . . , 2n.

Обозначим через Pn оператор, проектирующий пространство X
на линейную оболочку {ϕk}, k = 1, 2, . . . , n.
Приближенное решение уравнения (2.16) определяется как точ-

ное решение уравнения

x2n − (PnHx2n +HPnx2n − PnHPnx2n) = f. (2.18)

На классе уравнений Ψβ получена оценка ‖x∗−x∗2n‖ ≤ An−(2−η)β ,
где x∗ и x∗2n − решения уравнений (2.16) и (2.18), соответственно.
Oтметим, что оптимальные неадаптивные методы решения ин-

тегрального уравнения (2.16) имеют погрешность O(n−(1−η)).

3. Оптимальные по точности методы решения
интегральных уравнений Фредгольма

В этом параграфе построено несколько оптимальных по порядку
( по точности) алгоритмов пpиближенного pешения интегpальных
уpавнений Фредгольма на классах функций Qrγ(Ω,M) и Brγ(Ω) .
При изложении этого параграфа автор следовал своей работе [35].

3.1. Одномерные уравнения

Рассмотрим интегральное уравнение

Kx ≡ x(t) +
1∫
−1
h(t, τ)x(τ)dτ = f(t). (3.1)

Вначале будем предполагать, что f(t) ∈ Br,γ([−1, 1]), а функция
h(t, τ) принадлежит классу функций Br,γ([−1, 1]) по переменной t
при произвольном фиксированном значении τ и по переменной τ
при пpоизвольно фиксированном значении t. Перечисленные пред-
положения будем называть условиями А.
Разобьем сегмент [−1, 1] на более мелкие сегменты∆k = [tk, tk+1]

и ∆∗k = [τk+1, τk] точками t0 = −1, tk = −1 + (ek−1/eN )v, τk =
= 1−(ek−1/eN)v, k = 1, 2, . . . , N+1, τ0 = 1, причем v = 1/w,w = 2Ae
при 2Ae > 1 и v = ln2 при 2Ae ≤ 1.
Опишем построение интерполяционных полиномов. В каждом

сегменте ∆k (аналогично ∆∗k ) функция f(t) аппроксимируется ин-
терполяционным полиномом Pu(f,∆k) (аналогично Pu(f,∆∗k) ) , ко-
торый строится следующим образом. Параметр u = r при k = 0 и
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u = s при 1 ≤ k ≤ N. Здесь s = [(r+1−γ)N/(2Ae)]+1 при w > 1 и
s = [(r+1−γ)N/(1+log2e)]+1 при w ≤ 1.Обозначим через ζ1, . . . , ζu
узлы полинома Лежандра степени u, расположенные в сегменте
[−1, 1]. При отображении сегмента [−1, 1] на сегмент ∆k (∆∗k) уз-
лы ζ1, . . . , ζu отображаются в узлы ζ1, . . . , ζu (ζ

∗
1, . . . , ζ

∗
u). Интерпо-

ляционный полином, построенный по узлам ζ1, . . . , ζu (ζ
∗
1, . . . , ζ

∗
u),

обозначается через Pu(f,∆k) (Pu(f,∆∗k)). Локальный сплайн , со-
стоящий из полиномов Pu(f,∆k) и Pu(f,∆∗k), обозначается fN(t).
Приближенное решение уравнения (3.1) ищем в виде сплай-

на xN (t), который состоит из интерполяционных полиномов
Pr(x,∆0), Ps(x,∆k), Ps(x,∆

∗
k), k = 1, . . . , N, Pr(x,∆

∗
0) с неопреде-

ленными пока значениями {xji,k}, j = 1, 2, в узлах интерполя-
ции, т. е. Ps(x,∆k) =

s∑
i=1
x1i,kψ

1
i,k(t) (Ps(x,∆

∗
k) =

s∑
i=1
x2i,k ψ

2
i,k(t)), где

ψ1i,k(t) (ψ
2
i,k(t)) − фундаментальный полином, отвечающий точке

ζ i ∈ ∆k (ζ∗i ∈ ∆∗k).
В обозначениях ψjik, j = 1, 2, верхний индекс j означает, что

фундаментальный полином построен для узла ζ i, расположенно-
го в сегменте ∆k при j = 1, или для узла ζ

∗
i , расположенного в

сегменте ∆∗k при j = 2.
Обозначим через LN оператор, ставящий в соответствие функ-

ции g(t), t ∈ [−1, 1], локальный сплайн gN(t).
Неизвестные коэффициенты xji,k сплайна xN(t) определяются по

методу механических квадратур, который в операторной форме
имеет вид

KNxN ≡ xN(t) + LtN
 1∫
−1
LτN [h(t, τ)xN(τ)]dτ

 = LNf(t). (3.2)

Обоснование метода механических квадратур (3.2) будем про-
водить в пространстве X = C[−1, 1] и его подпространстве XN ,
состоящем из локальных сплайнов xN(t).
Теорема 3.1. Пусть оператор K ∈ [C,C] непрерывно обратим

и выполнены условия А. Тогда при N таких, что q < 1, система
уравнений (3.2) имеет единственное решение x∗N(t) и справедливы
оценки : ‖ xN−x∗N ‖≤ Ae−

√
n(r+1−γ)/(2eA)√n при w > 1; ‖ xN−x∗N ‖≤

≤ Ae−
√
n(r+1−γ)ln2√n при w ≤ 1. Здесь n - число неизвестных xjik,

q = Ae−
√
n(r+1−γ)/(2eA)√n при w > 1; q = Ae−

√
n(r+1−γ) ln2√n при

w ≤ 1.
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Доказательство. Пусть f ∈ Br,γ(Ω). Оценим погрешность
аппроксимации функции f(t) сплайном fN(t). Для этого восполь-
зуемся известной оценкой погрешности аппроксимации функций
интерполяционными полиномами ‖ f(t) − PN(t) ‖C≤ AENλN , на
сегменте [−1, 1], где EN − наилучшее приближение функции f(t)
полиномом степени N, λN − константа Лебега.
Известно [126], что на классе W r(1) EN ≤ AN−r и что для

полиномов Лежандра λN ≤ AN. Следовательно, на классе W r(1)
‖ f(t) − PN(t) ‖C≤ AN−r+1. При переходе от сегмента [−1, 1] к
сегменту [a, b] имеем ‖ f(t)− PN(t) ‖C≤ AN−r+1(b− a)r.
Приступим теперь к оценке погрешности аппроксимации функ-

ции f(t) локальным сплайном fN (t).
Вначале рассмотрим случай w > 1.
На сегменте∆0 имеем оценку ‖ f(t)−fN(t) ‖C≤ CAr/eN(r+1−γ)v ≤

≤ Ce−(r+1−γ)N/(2Ae).
На сегменте ∆k получаем

‖ f(t)− fN(t) ‖C≤ CAshsk(eN/ek−1)(s−r)vs =
= CAs((ekv − e(k−1)v)/eNv)s(eN/ek−1)(s−r−1+γ)vs ≤

≤ CAs(ev − 1)ss ≤ CAs(2/w)ss ≤ Ce−ss ≤ CNe−(r+1−γ)N/(2eA).
Таким образом, при w > 1 ‖ f(t)− fN(t) ‖C≤ CNe−(r+1−γ)N/(2Ae).
Общее число функционалов, используемых при построении

сплайна fN(t) в этом случае, равно n = 2N([(r+ 1− γ)N/(2Ae)] +
1) + 2(r + 1). Отсюда N = (1 + o(1))

√
Aen/(r + 1− γ).

Следовательно, ‖ f(t)− fN (t) ‖≤ C√ne−
√
(r+1−γ)n/(2Ae).

Рассмотрим теперь случай w ≤ 1. На сегменте ∆0 имеем
‖ f(t) − fN(t) ‖≤ CA(r+1−γ)/eN (r+1−γ)v ≤ Ce−(r+1−γ)N ln 2 ≤
C2−(r+1−γ)N , а на сегменте ∆k, k = 1, 2, . . . , N,

‖ f(t)− fN (t) ‖≤ CAshsk(eN/ek−1)(s−r−1+γ)vs ≤
≤ CAs(ev − 1)ss ≤ CAss ≤ C(2e)−ss ≤ CN2−(r+1−γ)N .

Общее число функционалов, используемых при построении
сплайна fN(t) в этом случае, равно n = 2N([(r + 1 − γ)N/(1 +
log2e)] + 1) +
+2(r + 1) = (1 + o(1))(2(r + 1− γ)N 2/(1 + log2e)).
Отсюда N =

√
(1 + log2e)n/(2(r + 1− γ)). Следовательно, по-

грешность аппроксимации при w ≤ 1 оценивается неравенством
‖ f(t)− fN(t) ‖≤ CN2−(r+1−γ)N ≤ CNe−(r+1−γ)N ln2 ≤
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≤ C√ne−
√
(1+log2e)(r+1−γ)n/2 ln2.

Оценки на сегменте ∆∗k проводятся аналогично.
Метод коллокации для уравнения (3.1) в операторной форме

имеет вид

KNxN ≡ xN(t) + LN
 1∫
−1
h(t, τ)xN(τ)dτ

 = LN [f(t)].
Воспользовавшись оценками точности аппроксимации локаль-

ными сплайнами, получаем:

‖ KN −KN ‖X≤ C
√
ne−ζ , (3.3)

где

ζ =


√
(r + 1− γ)n/2Ae, если w > 1,√

(1 + log2e)(r + 1− γ)n/2 ln2, если w ≤ 1.
Так как квадратурная формула, построенная при весе 1 по узлам

полинома Лежандра, является квадратурной формулой наивысшей
алгебраической степени точности, то

LN

 1∫
−1
LτN [h(t, τ)x(τ)]dτ

 = LN
 1∫
−1
LτN [h(t, τ)]x(τ)dτ

 .
Отсюда с учетом полученных выше оценок точности аппрокси-

мации локальными сплайнами имеем

‖ KNxN −KNxN ‖XN≤ A
√
ne−ζ ‖ xN ‖ . (3.4)

Из неравенств (3.3), (3.4) и общей теории приближенных мето-
дов следует справедливость теоремы.
Исследуем приближенные методы решения уравнения (3.1) в

предположении, что f(t) ∈ Qr,γ([−1, 1],M), а функция h(t, τ) при-
надлежит классу функций Qr,γ([−1, 1],M) по переменной t при
произвольном фиксированном значении τ и по переменной τ при
фиксированном значении t. Перечисленные предположения будем
называть условиями В .
Разобьем сегмент [−1, 1] на более мелкие сегменты∆k = [tk, tk+1]

и ∆∗k = [τk+1, τk] точками tk = −1 + (k/N)v и τk = 1− (k/N)v, k =
= 0, 1, . . . , N, где v = s/(s− γ).
Для аппроксимации функции f(t) на сегменте [−1, 1] строится

локальный сплайн fN(t) по описанному выше алгоритму. Един-
ственное отличие в том, что в каждом сегменте ∆k(∆∗k), k =
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0, 1, . . . , N − 1, сплайн fN(t) представляет собой интерполяцион-
ный полином степени s − 1, построенный по s узлам полинома
Лежандра степени s, отображенным с сегмента [−1, 1] на сегмент
∆k(∆

∗
k).

Приближенное решение уравнения (3.1) ищем в виде сплай-
на xN (t), который состоит из интерполяционных полиномов
Ps(x,∆k), Ps(x,∆

∗
k),

k = 0, 1, . . . , N−1, с неопределенными пока значениями xji,k в узлах
интерполяции.
Обозначим через LN оператор, ставящий в соответствие функ-

ции g(t), t ∈ [−1, 1], локальный сплайн gN(t).
Неизвестные коэффициенты xji,k сплайна xN(t) определяются по

методу механических квадратур, который в операторной форме
имеет вид

KNxN ≡ xN(t) + LtN
 1∫
−1
LτN [h(t, τ)xN(τ)]dτ

 = LNf(t). (3.5)

Теорема 3.2. Пусть операторK ∈ B[C,C] непрерывно обратим
и выполнены условия В. Тогда при N таких, что q = AN−s <
1, система уравнений (3.5) имеет единственное решение x∗N (t) и
справедлива оценка

‖ xN − x∗N ‖≤ AN−s. (3.6)

Доказательство. В гл. I было показано, что погрешность ап-
проксимации функции g(t) ∈ Qr,γ([−1, 1],M) сплайном gN (t) оце-
нивается неравенством ‖ g(t)− gN (t) ‖≤ AN−s.
Используя эти неравенства и повторяя рассуждения, проведен-

ные при доказательстве теоремы 3.1, убеждаемся в справедливо-
сти теоремы 3.2.
Замечание. Метод механических квадратур (3.5) является

оптимальным по порядку по точности на классе Qr,γ([−1, 1],M)
среди всех методов, использующих для своего построения О(N 2)
функционалов вида h(wk) и О(N) функционалов вида f(tk), где
wk − произвольная точка в квадрате [−1, 1]2, а tk − произвольная
точка на сегменте [−1, 1].
Для доказательства этого замечания достаточно рассмотреть

уравнение

x(t) +
1∫
−1
h(τ)x(τ)dτ = f(t),
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где f(t) ∈ Qr,γ([−1, 1],M), решение которого имеет вид x∗(t) =
f(t) +
+C. Значит, x∗ ∈ Qr,γ([−1, 1],M). В гл. I получена оценка снизу
для поперечников Бабенко δN(Qr,γ([−1, 1],M)) ≥ AN−s. Из это-
го неравенства вытекает неулучшаемость оценки (3.6) и, следова-
тельно, оптимальность метода при использовании O(N) функцио-
налов вида f(tk).
Покажем, что эта оценка остается неизменной и в случае, когда

используется N 2 значений функции h(t, τ), удовлетворяющей
условию B.
Для этого рассмотрим два уравнения

x1(t) + α
1∫
−1
x1(τ)dτ = β

и

x2(t) +
1∫
−1
(α+ h(t, τ))x2(τ)dτ = β,

где h(t, τ)− неотрицательная функция, удовлетворяющая услови-
ям B и обращающаяся в нуль в N 2 узлах, расположенных в обла-
сти [−1, 1].
Ниже, в § 6 будет показано, что для решений x1(t) и x2(t) при-

веденных выше уравнений справедливо неравенство

‖x1(t)− x2(t)‖C ≥ β

1− 2α
1∫
−1

1∫
−1
h(t, τ)dtdτ ≥ AN−s.

Отсюда следуют неулучшаемость оценки (3.6) и оптимальность
метода при использовании O(N 2) функционалов вида h(wk).
Из полученных оценок снизу следует оптимальность по порядку

метода механических квадратур.

3.2. Многомерные уравнения

Рассмотрим уравнение

Kx ≡ x(t1, . . . , tl)+
1∫
−1
. . .

1∫
−1
h(t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl)x(τ1, . . . , τl)dτ1 . . . dτl =

= f(tl, . . . , tl), l = 2, 3, . . . . (3.7)

Вначале предполагаем, что функция f(tl, . . . , tl) ∈ Br,γ(Ω), Ω =
= [−1, 1]l, а функция h(t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl) принадлежит классу
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Br,γ(Ω) по переменной t = (tl, . . . , tl) при произвольно фиксирован-
ном значении τ = (τ1, . . . , τl) и по переменной τ при произвольно
фиксированном значении t. При этом предположении будем гово-
рить, что выполнено условие A.
Для построения и обоснования приближенных методов решения

уравнения (3.7) при условиях A необходимо предварительно ис-
следовать точность аппроксимации функции g(tl, . . . , tl) ∈ Br,γ(Ω)
локальными сплайнами. Эти вопросы были исследованы в первой
главе. Для удобства воспроизведем здесь элементы выкладок, про-
веденных в первой главе.
Обозначим через ∆k, k = 1, . . . , N, множество точек t =

(tl, . . . , tl) из области Ω, расстояние от которых до границы Γ обла-
сти Ω удовлетворяет неравенствам (ek−1/eN )v ≤ ρ(t,Γ) ≤ (ek/eN)v,
где v =
= 1/w,w = 2Ae при 2Ae > 1 и v = ln2 при 2Ae ≤ 1, а через ∆0−
множество точек t ∈ Ω, таких, что 0 ≤ ρ(t,Γ) ≤ e−Nv.
Каждую область ∆k покроем кубами ∆ki1,...,il , грани которых па-

раллельны осям координат, а ребра равны hk = e(k−N)v − e(k−1−N)v
при k = 1, 2, . . . , N и h0 = e−Nv при k = 0.
При этом в каждой области ∆k среди кубов ∆ki1,...,il может ока-

заться 2l параллелепипедов.
Общее число n элементов покрытия n = CeNv(l−1), C = const.
Пусть ∆ki1,...,il = [a

k
i1
, aki1+1; . . . ; a

k
il
, akil+1]. В каждом кубе ∆ki1,...,il

функция g(t1, . . . , tl) аппроксимируется интерполяционным поли-
номом
gN (t1, . . . , tl,∆

k
i1,...,il

) = Pu,...,ug(t1, . . . , tl). Здесь Pu,...,u = P t1u . . . P
tl
u ,

а через P tiu обозначен интерполяционный полином Pu, построен-
ный при доказательстве теоремы 3.1 и действующий по перемен-
ной ti, i =
= 1, 2, . . . , l. Положим u = s при k = 1, 2, . . . , N и u = r при k = 0.
Кроме того, положим s = [(r+1− γ)N/(2Ae)]+ 1 при w = 2Ae > 1
и s = [(r + 1− γ)N/(1 + log2 e)] + 1 при w ≤ 1.
Локальный сплайн, определенный в Ω и состоящий из полиномов

gN (t1, . . . , tl; ∆
k
i1,...,il

), будем обозначать gN(t1, . . . , tl).Множество ло-
кальных сплайнов, построенных описанным выше способом, обо-
значим через LSN .
В гл. 1 было показано, что

‖ g(t)− gN(t) ‖≤ n−(r+1−γ)/(l−1)1 , (3.8)

где n1− общее число функционалов, используемых при построении
сплайна gN(t).
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Приближенное pешение уравнения (3.7) будем искать в виде ло-
кального сплайна xN(t1, . . . , tl) ∈ LSN с неопределенными пока
значениями в узлах интерполяции. Эти значения определяются по
методу механических квадратур из системы линейных алгебраи-
ческих уравнений, которая в операторной форме имеет вид

KNxN ≡ xN (t) +LN
 1∫
−1
. . .

1∫
−1
LτN [h(t, τ)xN(τ)]dτ

 = LN [f(t)], (3.9)
где через LN обозначен оператор проектирования на множество
сплайнов из LSN ; верхний индекс τ в операторе проектирования
LτN означает, что проектирование проводится по переменной τ.
Из полученной выше оценки (3.8) погрешности аппроксимации

локальными сплайнами и из общей теории приближенных методов
вытекает следующее утверждение.
Теорема 3.3. Пусть оператор K ∈ [C,C] непрерывно обра-

тим и выполнены условия А. Тогда при N таких, что q =
Cn
−(r+1−γ)/(l−1)
1 <

< 1, система уравнений (3.9) имеет единственное решение x∗N (t) и
справедлива оценка ‖ x∗N −x∗ ‖≤ Cn−(r+1−γ)/(l−1)1 , где x∗− решение
уравнения (3.7).
Будем говорить, что выполнены условия B, если функция f(t) ∈

∈ Qr,γ(Ω,M), а функция h(t, τ) ∈ Qr,γ(Ω,M) по переменной t при
произвольно фиксированном значении τ и по переменной τ при
произвольно фиксированном значении t.
Для построения и обоснования приближенных методов решения

уравнения (3.7) при условиях B необходимо предварительно иссле-
довать точность аппроксимации функции g(t1, . . . , tl) ∈ Qr,γ(Ω,M)
локальными сплайнами. Повторим для удобства читателя фраг-
менты рассуждений, проведенных в главе 1.
Обозначим через ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 1, множество точек t ∈ Ω,

расстояние от которых до границы Γ области Ω удовлетворяет
неравенству (k/N)v ≤ ρ(t,Γ) ≤ ((k + 1)/N)v, где v = s/(s − γ).
В каждой области ∆k разместим кубы ∆ki1,...,il, стороны которых
равны hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v. Общее число кубов, которое
можно разместить в области Ω, равно

n ³ n(v) ≡

N v(l−1), v > l/(l − 1),
N l, v < l/(l − 1),
N llnN, v = l/(l − 1).

(3.10)

В каждом кубе∆ki1,...,il интерполяция осуществляется по формуле
gN (t1, . . . , tl; ∆

k
i1,...,il

) = Ps,...,sg(t1, . . . , tl).
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Сплайн, составленный из полиномов gN (t1, . . . , tl; ∆ki1,...,il), обо-
значим через gN(t). Множество сплайнов, построенных указан-
ным способом, обозначим через LS∗N . В гл. I показано, что ‖
g(t)− gN(t) ‖³
³ ñ(n1), где обозначено

ñ(n1) ≡

n
−(s−γ)/(l−1)
1 , v > l/(l − 1),
n
−s/l
1 , v < l/(l − 1),

n
−s/l
1 (lnn1)

s/l, v = l/(l − 1).
(3.11)

Здесь через n1 обозначено число функционалов, используемых при
построении сплайна gN(t).
Приближенное решение уравнения (3.7) будем искать в виде ло-

кального сплайна xN (t1, . . . , tl) ∈ LS∗N с неопределенными пока зна-
чениями в узлах интерполяции. Эти значения находятся по мето-
ду механических квадратур из системы линейных алгебраических
уравнений, которая в операторной форме имеет вид

KNxN ≡ xN(t) + L∗N
 1∫
−1
. . .

1∫
−1
L∗τN [h(t, τ)xN(τ)]dτ

 = L∗N [f(t)],
(3.12)

где через L∗N обозначен оператор проектирования на множество
сплайнов из LS∗N .
Используя приведенные выше оценки аппроксимации локальны-

ми сплайнами функций из класса Qr,γ(Ω,M) и общую теорию при-
ближенных методов, доказываем следующее утверждение.
Теорема 3.4. Пусть оператор K ∈ [C,C] непрерывно обратим

и выполнены условия B. Тогда при N таких, что q = Añ(n1) <
1, система уравнений (3.12) имеет единственное решение x∗N(t) и
справедлива оценка

‖ x∗N − x∗ ‖≤ Cñ(n1), (3.13)

где x∗ − решение уравнения (3.7), ñ(n1) определяется формулой
(3.11), в которой n1 − число узлов в сплайне xN(t).
Замечание. Метод механических квадратур (3.12) является

оптимальным по порядку ( по точности) на классе функций
Qr,γ(Ω,M) среди всевозможных алгоритмов, использующих n21 зна-
чений функции h(t, τ) и n1 значений функции f(t).
Замечание доказывается так же, как соответствующее замеча-

ние в одномерном случае.
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4. Оптимальные по точности методы решения
многомерных слабосингулярных интегральных

уравнений

Рассмотрим интегральное уравнение

Kx ≡ x+Hx ≡ x(t) +
∫
D

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), t ∈ D, (4.1)

где D − внутренняя область параллелепипеда D = [−1, 1]l, l ≥ 2,
t = (t1, . . . , tl), τ = (τ1, . . . , τl).
Введем следующие обозначения. Пусть α = (α1, . . . , αl), β =

= (β1, . . . , βl), где αi, βi ≥ 0, | α |= α1 + . . . + αl, D
α
t =

(∂/∂t1)
α1. . . . .(∂/∂tl)

αl, Dβt+τ = (
∂/∂t1 +

∂/∂τ1)
β1. . . . .(∂/∂tl +

∂/∂τl)
βl.

На ядро h(t, τ) налагаются следующие условия [56]: оно имеет на
множестве (D×D)\{t = τ} непрерывные производные Dαt Dβτ h(t, τ)
(| α | + | β |) ≤ m) до порядка m (m ≥ 1) и существует веще-
ственное
число v, такое, что для функции h∗(t, τ) =| Dαt Dβt+τh(t, τ) |
(| α | + | β |≤ m) выполняется неравенство

h∗(t , τ) ≤ C
{
1+ | t− τ |−v−|α|, v+ | α |6= 0,
1+ | log | t− τ ||, v+ | α |= 0. (4.2)

В работе [56] введено пространство Cm,v(D) функций x(t), t ∈ D,
которые имеют в D непрерывные производные до порядка m и для
которых конечна норма

‖ x ‖m,v=

=



∑
0≤|α|≤m

supt∈D | Dαx(t) |, m < l − v;
∑

0≤|α|<l−v
supx∈D | Dαx(t) | + ∑

|α|=l−v
supt∈D

|Dαx(t)|
1+|ln ρ(t)| , m = l − v;

∑
0≤|α|<l−v

supt∈D | Dαx(t) | + ∑
|α|=l−v

supt∈D
|Dαx(t)|
1+|ln ρ(t)|+

+
∑

l−v<|α|≤m
supt∈D d(t)|α|−(l−v) | Dαx(t) |, m > l − v,

при v − целом;∑
0≤α<l−v

supt∈D | Dαx(t) | +
+supl−v<|α|≤m supt∈D ρ(t)|α|−(l−v) | Dαx(t) |, m > l − v,

при v − нецелом.

Здесь через ρ(t) обозначено расстояние от точки t ∈ D до грани-
цы ∂D области D : ρ(t) = dist(t, ∂D) = infτ∈∂D | t− τ | (t ∈ D).
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Обозначим шар радиуса r с центром в точке t0 через B(t0, r) =
{t ∈
∈ Rl :| t− t0 |< r}(t0 ∈ Rl, r > 0).
В [56] доказано следующее утверждение.
Теорема 4.1. Пусть условие (4.2) выполнено при β = 0 для

t, τ ∈
∈ D, а при β 6= 0− для t ∈ D, τ ∈ B(t, ρ(t)). Тогда, если при данном
f ∈ Cm,v(D) уравнение (4.1) разрешимо в L1(D), то любое решение
x(t) ∈ L1(D) принадлежит также и Cm,v(D), причем ‖ x(t) ‖m,v≤
≤ A1 ‖ x ‖L1 +A2 ‖ f ‖m,v, где постоянные A1 и A2 не зависят от
x(t) и f(t).
Вначале исследуем приближенное решение уравнения (4.1) ме-

тодом сплайн-коллокации.
Нам понадобятся некоторые утверждения об аппроксимации

функций из Cm,v локальными сплайнами. Доказательства этих
утверждений проводятся по аналогии с доказательствами, прове-
денными
в гл. I, где восстанавливаются функции из Qr,γ(Ω,M).
Пусть N − целое число, γ = m − (l − v). Обозначим через ∆k

множество точек t ∈ D, удовлетворяющих неравенствам (k/N)q ≤
≤ ρ(t, ∂D) ≤ ((k + 1)/N)q, k = 0, 1, . . . , N − 1, q = m/r, r = l − v.
Покроем область ∆k кубами ∆ki1,...,il, ребра которых равны hk =
((k +
+1)/N)q − (k/N)q, k = 0, 1, . . . , N − 1. Обозначим через n число
кубов ∆ki1,...,il, покрывающих область D.
Повторяя рассуждения , приведенные в гл. I, убеждаемся, что

n =
= n(q), где n(q) определено формулой (3.11).
Функцию f(t1, . . . , tl) в параллелепипеде ∆ki1,...,il будем аппрокси-

мировать интерполяционным полиномом Pm,...,m(f,∆ki1,...,il), постро-
ение которого описано в предыдущем параграфе.
Локальный сплайн, составленный из полиномов Pm,...,m(f,∆ki1,...,il)

и аппроксимирующий функцию f(t1, . . . , tl) в области D, обозна-
чим через fN(t).
Обозначим

n̂(ξ) ≡

n−r/(l−1), q > l/(l − 1),
n−m/l, q < l/(l − 1),
n−m/llnξn, q = l/(l − 1),

где r = l − v.
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По аналогии с рассуждениями, проведенными в гл. I, доказыва-
ются следующие утверждения.
Теорема 4.2 [35]. Пусть D = [−1, 1]l, l ≥ 2, r = l − v, l − v −

нецелое, q = m/r. Справедливы оценки

δn(C
m,v(D)) ³ dn(Cm,v(D), D) ³ n̂(1),

причем эти оценки реализуются построенными выше локальными
сплайнами.
Теорема 4.3 [35]. Пусть D = [−1, 1]l, l ≥ 2, r = l − v, q = m/r.

Пусть l − v − натуральное число. Справедливы оценки
δn(C

m,v(D)) ≥ An̂(m/l), dn(Cm,v(D), C) ≤ An̂(m/l)lnn,
причем оценки поперечника Колмогорова dn(Cm,v(D), C) реализу-
ются построенными выше локальными сплайнами.
Обозначим через LN оператор проектирования из простран-

ства C на множество локальных сплайнов LNf(t1, . . . , tl) =
fN(t1, . . . , tl).
Приступим к изложению метода коллокации. Приближенное ре-

шение уравнения (4.1) будем искать в виде локального сплайна
xN(t), значения которого в узлах интерполяции определяются из
системы линейных алгебраических уравнений, которая в оператор-
ной форме имеет вид

KNxN ≡ xN(t) + LN
∫
D

h(t, τ)xN(τ)dτ

 = LNf(t). (4.3)

В предположении, что оператор K ∈ B[C,C] непрерывно обра-
тим, докажем однозначную разрешимость системы уравнений
(4.3). Для этого воспользуемся методом, предложенным в [57] в
случае одномерных слабосингулярных уравнений.
Из приведенных выше утверждений вытекает, что для любой

непрерывной функции f ∈ C(D) limN→∞ ‖ f − LN(f) ‖= 0.
Оператор H − компактный. Значит, lim ‖ H −LNH ‖L∞→L∞= 0

при N →∞. Из этого соотношения и обратимости оператора K−1
следует обратимость оператора K−1N .
Пусть x∗(t) и x∗N(t) − решения уравнений (4.1) и (4.3) соответ-

ственно. Воспользуемся соотношением x∗N(t)−x∗(t) = (I−LNT )−1××(LNx∗−x∗), приведенным в [57, с. 45]. Переходя в этом равенстве
к нормам и воспользовавшись утверждениями теорем 4.1 и 4.2 об
аппроксимации функций из Cm,v, получаем оценки погрешности:
1) ‖ x∗N − x∗ ‖≤ AN−m, если l − v − ненатуральное число;
2) ‖ x∗N − x∗ ‖≤ AN−mlnN, если l − v − натуральное число.
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Отметим, что первая из оценок не может быть улучшена (по
порядку) ни при каком способе решения уравнения (4.1), исполь-
зующем значения функции h(t, τ) в произвольных n2 узлах, распо-
ложенных в D, а функции f(t) − в пpоизвольных n узлах, pаспо-
ложенных в области D. Доказательство этого утверждения прово-
дится так же, как в §3.
Таким образом, доказано следующее утверждение.
Теорема 4.4 [35]. Пусть выполнены следующие условия: 1)

оператор K непрерывно обратим из L∞ в L∞; 2) f(t) ∈ Cm,v.
Пусть r = l− v, q = m/r. Тогда при достаточно больших N систе-
ма уравнений (4.3) однозначно разрешима и справедливы оценки
‖ x∗ − x∗N ‖≤≤ An̂(m/l), если r − нецелое число; ‖ x∗ −x∗N ‖≤ An̂(m/l)lnn, если
r − целое число. Здесь x∗ и x∗N − решения уравнений (4.1) и
(4.3) соответственно. При r− нецелых вычислительная схема (4.3)
оптимальна по точности (по порядку) среди всевозможных алго-
ритмов, использующих значения функций h(t, τ) и f(t) в произ-
вольных n2 и n узлах соответственно.
Замечание. При решении практических задач необходимо вы-

числять интегралы, стоящие в левой части системы уравнений
(4.3).
В случае, когда уравнение (4.1) имеет вид

x(t) =
∫
G

h(t, τ)x(τ)

r(t, τ)
dτ + f(t), (4.4)

где r(t, τ) = ((t1 − τ1)2 + . . . + (tl − τl)2))η, его приближенное ре-
шение ищется в виде сплайна xN , значения которого в узлах ин-
терполяции определяются из системы линейных алгебраических
уравнений

xN (t) = PN

∫
D

P τN [h(t, τ)]xN(τ)dτ

r(t, τ)

+ PN [f(t1, . . . , tl)]. (4.5)

Нетрудно видеть, что для этой системы справедливы утвержде-
ния теоремы 4.4.

5. Оптимальные по сложности алгоритмы
приближенного решения интегральных уравнений

Фредгольма

В этом параграфе строятся оптимальные по порядку по слож-
ности алгоритмы решения интегральных уравнений Фредгольма
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второго рода

Kx ≡ x+Hx ≡ x(t) +
∫
D

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t) (5.1)

с ядрами, принадлежащими классам функций Qr,γ(G,M) иBr,γ(G), D =
= [−1, 1]l, G = [−1, 1]2l, l = 1, 2, . . . , t = (t1, . . . , tl), τ = (τ1, . . . , τl).
Предполагается, что в уравнении (5.1) минимальное расстояние

от единицы до собственного значения уравнений больше d(d > 0).
В качестве набора простейших операций здесь берется набор

P={ вычисление значений функций, арифметические операции}.
Параграф написан по материалам статьи автора [37].

5.1. Оценки снизу

Оценим снизу число арифметических действий, необходимых
для решения интегральных уравнений Фредгольма второго рода
вида (5.1).
Вначале проведем исследование в случае, когда h(t, τ) ∈

Ψ1, f(t) ∈
∈ Ψ2, где Ψ1 = Qr,γ([−1, 1]2l,M),Ψ2 = Qr,γ([−1, 1]l,M), l = 2, 3, . . . .
Будем считать, что уравнение (5.1) однозначно решимо и что

расстояние от единицы до множества собственных значений опе-
ратора H больше, чем d > 0. Будем также считать, что для вычи-
сления значений функций h(t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl), f(t1, . . . , tl) в произ-
вольно фиксированных узлах (t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl) и (t1 . . . , tl) тре-
буется равномерное (для каждой функции в отдельности) число
арифметических действий.
Теорема 5.1. Пусть h(t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl) ∈ Ψ1, f(t1, . . . , t2) ∈

Ψ2, где Ψ1 = Qr,γ([−1, 1]2l,M),Ψ2 = Qr,γ([−1, 1]l,M), l = 2, 3, . . . .
Тогда

E(n,Ψ1,Ψ2, d) ≥ A


n−(s+1−γ)/(2l−1), v > 2l/(2l − 1);
n−s/2l(lnn)(s+2l−γ)/(2l+1), v = 2l/(2l − 1);

n−s/2l, v < 2l/(2l − 1),
(5.2)

где v = (s+ 2l)/(s+ 2l − γ).
Доказательство. Оценим снизу верхнюю грань функционала

Jh =
∫
D

∫
D

h(t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl)dt1 . . . dtldτ1 . . . dτl (5.3)

в предположении, что h(t1, . . . , t2l) ∈ Ψ1 и что она обращается в
нуль в n узлах подынтегральной функции, которые при доказа-
тельстве теоремы будем называть узлами функционала Jh.
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Разобьем куб G = D×D на более мелкие кубы. Предварительно
разобьем куб G на области Gk, состоящие из точек t = (t1, . . . , t2l),
расстояние ρ(t, ∂G) от которых до границы ∂G области G удовле-
творяет неравенствам(
k

N

)v
≤ ρ(t, ∂G) ≤

(
k + 1

N

)v
, v =

(s+ 2l)

(s+ 2l − γ) , k = 0, 1, . . . , N−1.

Пусть hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N − 1. Покроем
каждую из областей Gk кубами Gki1,...,i2l с ребрами, равными hk, k =
= 0, 1, . . . , N − 1, и с гранями, параллельными граням куба G.
То обстоятельство, что в каждой области Gk может оказаться 22l
параллелепипедов, не сказывается на общности рассуждений.
Обозначим через n общее число кубов Gki1,...,i2l. Повторяя рассу-

ждения, проведенные в гл. I, можно показать, что числа n и N
связаны соотношениями

n ³ A

N v(2l−1), v > 2l/(2l − 1);
N 2l, v < 2l/(2l − 1);
N 2llnN, v = 2l/(2l − 1).

(5.4)

Пусть n1 = 2n и N1− целое число, связанное с n1 соотношениями
(5.4). Повторяя описанные выше построения, покроем куб G куба-
ми G

k
i1,...i2l

, k = 0, 1, . . . , N1−1, с ребрами hk = ((k+1)v−kv)/N v1 , k =
= 0, 1, . . . , N1−1. В результате этих построений куб G оказывается
покрытым 2n кубами G

k
i1,...i2l

, k = 0, 1, . . . , N1− 1. Так как функция
h обращается в нуль только в n узлах, то в n кубах из множе-
ства G

k
i1,...i2l

, k = 0, 1, . . . , N1−1, отсутствуют узлы функционала J.
Назовем эти кубы отмеченными.
Введем функцию g(t1, . . . , t2l), определенную в кубе G и равную

нулю в неотмеченных кубах. В произвольно фиксированном отме-
ченном кубе G

k
i1,...i2l

= [aki1, a
k
i1+1
; . . . ; aki2l, a

k
i2l+1
], k = 0, 1, . . . , N1 − 1,

функция g(t1, . . . , t2l) равна

gki1,...,i2l = A
[(t1 − aki1)(aki1+1 − t1) · . . . · (t2l − aki2l)(aki2l+1 − t2l)]s

h
s(4l−1)
k (k/N1)

vγ
,

где константа A подбирается из требования g ∈ Qr,γ(G,M). Мож-
но показать , что такая константа существует и не зависит от
индексов k = 0, 1, . . . , N1− 1, i1, . . . , i2l. Несложные выкладки дают
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оценку ∫
. . .

∫
G
k

i1,...,i2l

g(t1, . . . , t2l)dt1 . . . dt2l = A1N
−(s+2l), (5.5)

справедливую для любого куба G
k
i1,...,i2l

, k = 0, 1, . . . , N1− 1, в кото-
ром отсутствуют узлы функционала J. Так как число таких кубов
не меньше n, то

Jg ≥ nAN−(s+2l) = A


n−(s+1−γ)/(2l−1), v > 2l/(2l − 1);
n−s/2l(lnn)(s+2l−γ)/(2l−1), v = 2l/(2l − 1);

n−s/2l, v < 2l/(2l − 1).
Получена оценка снизу верхней грани функционала Jh на мно-

жестве функций из Qr,γ(G,M), обращающихся в нуль в n узлах.
Получив оценки снизу точности аппроксимации функционала

Jh, перейдем к оценке снизу числа арифметических действий, не-
обходимых для приближенного решения уравнения (5.1) с точно-
стью (5.2). При этом воспользуемся рассуждениями из [80].
Рассмотрим два интегральных уравнения

x1(t) =
1∫
−1
. . .

1∫
−1
h1(t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl)x1(τ1, . . . , τl)dτ1 . . . dτl + β,

(5.6)

x2(t) =
1∫
−1
. . .

1∫
−1
h2(t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl)x2(τ1, . . . , τl)dτ1 . . . dτl + β,

(5.7)
где h1(t, τ) = α+ h(t, τ), h2(t, τ) = α, α < M/2, α < (1 + 2d)/2l, β <
< M, 0 ≤ |h(t, τ)| < α. В качестве функции h(t, τ) возьмем функ-
цию h(t, τ) = αg(t, τ)/(max(t,τ )∈[−1,1]2l |g(t, τ)|) где g − функция, по-
строенная при исследовании функционала Jh.
Тогда уравнения (5.6) и (5.7) однозначно разрешимы и расстоя-

ние от 1 до любого собственного значения больше, чем d. Из (5.6)
следует, что x1(t) > β > 0. Вычитая уравнение (5.7) из уравнения
(5.6), имеем:

x1(t)− x2(t) =

= α
1∫
−1
. . .

1∫
−1
(x1(t)− x2(t))dt+

1∫
−1
. . .

1∫
−1
h(t, τ)x1(τ)dτ. (5.8)
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Интегрируя равенство (5.8) и учитывая, что x1(t) > 0, получа-
ем:

1∫
−1
. . .

1∫
−1
(x1(τ1, . . . , τl)− x2(τ1, . . . , τl))dτ1 . . . dτl =

= α2l
1∫
−1
. . .

1∫
−1
(x1(τ1, . . . , τl)− x2(τ1, . . . , τl))dτ1 . . . dτl+

+
1∫
−1
. . .

1∫
−1
h(t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl)x1(τ1, . . . , τl)dτ1 . . . dτldt1 . . . dtl.

Отсюда следует, что

‖x1(τ1, . . . , τl)− x2(τ1, . . . , τl)‖ ≥

≥ β

1− α2l
1∫
−1
. . .

1∫
−1
h(t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl)dτ1 . . . dτldt1 . . . dtl ≥

≥ A


n−(s+1−γ)/(2l−1), v > 2l/(2l − 1);
n−s/2l(lnn)(s+2l−γ)/(2l+1), v = 2l/(2l − 1);

n−s/2l, v < 2l/(2l − 1)
и, следовательно,

E(n,Ψ1,Ψ2, d) ≥ A


n−(s+1−γ)/(2l−1), v > 2l/(2l − 1);
n−s/2l(lnn)(s+2l−γ)/(2l+1), v = 2l/(2l − 1);

n−s/2l, v < 2l/(2l − 1).
Теорема доказана.
Теорема 5.2. Пусть h(t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl) ∈ Ψ1, f(t1, . . . , t2) ∈

Ψ2, где Ψ1 = Br,γ([−1, 1]2l),Ψ2 = Br,γ([−1, 1]l), l = 1, 2, . . . . Тогда
E(n,Ψ1,Ψ2, d) ≥ An−(r+2−γ)/(2l−1). (5.9)

Доказательство теоремы 5.2 подобно доказательству теоремы
5.1.

5.2. Оптимальные по сложности алгоритмы

Построим итерационно - проекционные методы, реализующие
оценки, полученные в теоремах 5.1 и 5.2. Так как эти построения
проводятся аналогично для обоих классов функций , то остановим-
ся на построении алгоритма для класса Br,γ, так как он технически
более сложен.
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Рассмотрим уравнение (5.1). Пусть функция f(t) ∈ Br,γ(D), а
функция h(t, τ) принадлежит классу Br,γ(G). При этом предполо-
жении будем говорить, что выполнено условие A.
Для построения и обоснования приближенных методов решения

уравнения (5.1) при условиях A необходимо предварительно ис-
следовать точность аппроксимации функции g(tl, . . . , tl) ∈ Br,γ(D)
локальными сплайнами. Напомним построения, проведенные в гл.
I.
Обозначим через ∆k, k = 1, . . . , N, множество точек t =

(tl, . . . , tl) из области D, расстояние от которых до границы Γ обла-
сти D удовлетворяет неравенствам (ek−1/eN )v ≤ ρ(t,Γ) ≤ (ek/eN)v,
где v =
= 1/w, w = 2Ae при 2Ae > 1 и v = ln2 при 2Ae ≤ 1, а через ∆0
множество точек t ∈ D, таких, что 0 ≤ ρ(t,Γ) ≤ e−Nv.
Каждую область ∆k покроем кубами ∆ki1,...,il , грани которых па-

раллельны осям координат, а ребра равны hk = e(k−N)v − e(k−1−N)v
при k = 1, 2, . . . , N и h0 = e−Nv при k = 0.
При этом в каждой области ∆k при таком способе построения

покрытия среди кубов ∆ki1,...,il может оказаться 2
l параллелепипе-

дов.
Общее число n элементов покрытия оценивается соотношением

n = CeNv(l−1), C = const.
Пусть ∆ki1,...,il = [a

k
i1
, aki1+1; . . . ; a

k
il
, akil+1]. В каждом кубе ∆ki1,...,il

функция g(t1, . . . , tl) аппроксимируется интерполяционным поли-
номом
gN (t1, . . . , tl,∆

k
i1,...,il

) = Pu,...,ug(t1, . . . , tl). Здесь Pu,...,u = P t1u . . . P
tl
u , а

через P tiu обозначен интерполяционный полином Pu, действующий
по переменной ti, i = 1, 2, . . . , l. Положим u = s при k = 1, 2, . . . , N
и u = r при k = 0. Кроме того, положим s = [(r+1−γ)N/(2Ae)]+1
при w = 2Ae > 1 и s = [(r + 1− γ)N/(1 + log2 e)] + 1 при w ≤ 1.
Локальный сплайн, определенный в D и состоящий из полино-

мов gN(t1, . . . , tl; ∆ki1,...,il), будем обозначать gN(t1, . . . , tl). Множе-
ство локальных сплайнов, построенных описанным выше спосо-
бом, обозначим через LSN .
В гл. I была оценена погрешность аппроксимации функций из

Br,γ локальными сплайнами. Было показано, что

‖ g(t)− gN(t) ‖≤ n−(r+1−γ)/(l−1), (5.10)

где n− общее число функционалов, используемых при построении
сплайна gN(t).
Приближенное pешение уравнения (5.1) будем искать в виде ло-
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кального сплайна xN(t1, . . . , tl) ∈ LSN с неопределенными пока
значениями в узлах интерполяции. Эти значения определяются из
уравнения, которое в операторной форме имеет вид

xN(t) + L
t
N

 1∫
−1
. . .

1∫
−1
LτN [h(t, τ)xN(τ)]dτ

 = LN [f(t)], (5.11)

где через LN обозначен оператор проектирования на множество
сплайнов из LSN ; верхний индекс τ в операторе проектирования
LτN означает, что проектирование проводится по переменной τ.
Из полученной выше оценки (5.10) погрешности аппроксимации

локальными сплайнами и из общей теории приближенных мето-
дов анализа следует, что если оператор K ∈ [C,C] непрерыв-
но обратим и выполнены условия А, то при N таких, что q =
Cn−(r+1−γ)/(l−1) < 1, система уравнений (5.11) имеет единственное
решение x0N(t) и справедлива оценка ‖ x0N − x∗ ‖≤ Cn−(r+1−γ)/(l−1),
где x∗− решение уравнения (5.1), n − число , связанное с N соот-
ношением n = CeNv(l−1).
Введем оператор

KNx ≡ x(t) +
1∫
−1
. . .

1∫
−1
LτN [h(t, τ)x(τ)]dτ. (5.12)

Оператором, обратным к операторуKN , является оператор K
−1
N ,

который определяет решение уравнения KNx = g по формуле

x(t) = g(t)−
1∫
−1
. . .

1∫
−1
LτN [h(t, τ)xN(τ)]dτ,

где xN(t)− решение уравнения (5.11) при правой части, равной
LNg.
Покажем, что при достаточно большихN ( таких, что уравнение

(5.11) однозначно разрешимо) линейный оператор KN отображает
банахово пространство C на себя. Обозначим через C множество
образовKNx, x ∈ C. Очевидно, C− подпространство пространства
C. Покажем, что оператор KN однозначно отображает C на C.
Предположим, что это не так. Тогда уравнение KNx = f имеет
несколько решений x1, x2 и, следовательно, их разность z = x1 −
x2 является решением уравнения KNz = 0. Отсюда следует, что
LNKNz = 0. Это уравнение эквивалентнo уравнению

zN(t) + L
t
N

 1∫
−1
. . .

1∫
−1
LτN [h(t, τ)zN(τ)]dτ

 = 0, (5.13)
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где zN ∈ LSN . Отсюда следует, что zN = 0 и z = 0. Так как опе-
ратор KN однозначно отображает C на C, то единица не является
собственным значением оператора KN , и он отображает взаимно
однозначно C на C. Следовательно, по теореме Банаха он непре-
рывно обратим.
Введем операторы KNi, i = 1, 2, которые строятся следующим

образом (числа Ni определяются ниже). Пусть ni− целое число,
связанное с Ni формулой ni = eNiv(l−1). Потребуем, чтобы ni было
кратным n и, кроме того, чтобы числоm = ni/n было представимо
в виде m = ml0, где m0− целое число. Разделим каждый куб ∆ki1,...,il
на m равных кубов, которые будем обозначать через ∆

k
i1,...,il

. В

каждом кубе ∆
k
i1,...,il

функция g(t1, . . . , tl) аппроксимируется интер-

поляционным полиномом gN1(t1, . . . , tl; ∆
k
i1,...,il

) = Pu,...,ug(t1, . . . , tl),
где значения u определяются, как и выше. Локальный сплайн,
определенный в D и состоящий из полиномов gN1(t1, . . . , tl; ∆

k
i1,...,il

),
будем обозначать через gN1(t1, . . . , tl).Оператор проектирования из
пространства C на множество локальных сплайнов gN1(t1, . . . , tl)
обозначим через LNi.
Операторы KNi имеют вид

KNix ≡ x(t) +
1∫
−1
. . .

1∫
−1
L
τ
Ni
[h(t, τ)x(τ)]dτ. (5.14)

Построим, следуя [80], последовательные приближения уравне-
ния (5.1)

x′N = K
−1
N (KN1 −KN)x0N +K−1N f, (5.15)

x′′N = K
−1
N (KN2 −KN)x′N +K−1N f, (5.16)

где x0N− решение уравнения KNx = f .
Последовательно вычитая из уравнения (5.1) уравнения KNx =

f , (5.15), (5.16) и учитывая, что x∗ = K−1N (K − KN )x∗ + K−1N f,
имеем

x∗ − x0N = K−1N (K −KN)x∗, (5.17)

x∗ − x′N = K−1N (K −KN)(x∗ − x0N ) +K−1N (K −KN1)x0N , (5.18)

x∗ − x′′N = K−1N (K −KN)(x∗ − x′N ) +K−1N (K −KN2)x′N . (5.19)

Из соотношений (5.17), (5.18), (5.19) следуют оценки

‖x∗ − x0N‖ = A‖K −KN‖, (5.20)

118



‖x∗ − x′N‖ = A(‖K −KN‖2 + ‖K −KN1‖), (5.21)

‖x∗ − x′′N‖ = A(‖K −KN‖3 + ‖K −KN‖‖K −KN1‖+ ‖K −KN2‖).
(5.22)

Следовательно,

‖x∗ − x′′N‖ = A(‖K −KN‖3 + ‖K −KN‖‖K −KN1‖+ ‖K −KN2‖).
(5.23)

Определим числа N1, N2 и подсчитаем число арифметических
действий, необходимых для вычисления x′′N . При вычислении
x0N , x

′
N и x′′N система уравнений (5.11) решается три раза. При

использовании метода Гаусса это потребует An3 арифметических
действий. При вычислении операторов KN1 и KN2 в n узлах тре-
буется Ann1 и Ann2 арифметических действий. Таким образом,
общее число арифметических действий, достаточное для нахожде-
ния x′′N , равно A(n3 + nn1 +
+nn2).
Предположим, что для решения уравнения (5.1) используется n∗

значений функции h(t, τ). Тогда, полагая

n = [n
r+2−γ
3(r+1−γ)

l−1
2l−1∗ ], n1 = [n

2
3
r+2−γ
r+1−γ

l−1
2l−1∗ ], n2 = [n

r+2−γ
r+1−γ

l−1
2l−1∗ ],

убеждаемся, что погрешность метода равна ‖x∗ − x′′‖ ≤ An−
r+2−γ
2l−1∗

при числе арифметических действий n
4
3
r+2−γ
r+1−γ

l−1
2l−1∗ .

Отсюда следует, что при r и l таких, что 43
r+2−γ
r+1−γ

l−1
2l−1 ≤ 1,

‖x∗ − x′′‖ ≤ An−
r+2−γ
2l−1∗

при числе арифметических действий An∗.
Следовательно, изложенный метод − оптимальный по порядку

по сложности при указанных соотношениях r и l.
Аналогичным образом строится оптимальный метод и для урав-

нений с ядрами, принадлежащими Qr,γ.
Замечание 1. Воспользовавшись алгоритмомШтрассена [2] ре-

шения систем линейных уравнений, можно уточнить соотношения
параметров r и l, при которых изложенный выше метод будет
оптимальным по порядку.
Замечание 2. Воспользовавшись полученными выше оценка-

ми интегральных операторов и связью между величинами s-чисел
вполне непрерывных операторов и их аппроксимациями конечно-
мерными операторами [71, c.48], можно существенно уточнить из-
вестные оценки s-чисел интегральных операторов с ядрами из про-
странств Qr,γ и Br,γ.
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6. Оптимальные по сложности алгоритмы
приближенного решения одномерных слабосингулярных

интегральных уравнений Фредгольма

В этом параграфе построены оптимальные по порядку по слож-
ности алгоритмы решения слабосингулярных интегральных урав-
нений вида

Kx ≡ x+Hx ≡ x(t) +
1∫
0

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), (6.1)

с ядрами, имеющими степенные особенности.
Предполагается, что в уравнении (6.1) минимальное расстояние

от 1 до собственного значения уравнения больше d(d > 0).
В дальнейшем будем рассматривать два близких класса, к ко-

торым принадлежат ядра уравнения (6.1).
Класс Ψ1, состоящий из функций h(t1, t2), удовлетворяющих

условиям
‖h(v)(t1, t2)‖C ≤M, 0 ≤ |v| ≤ r; (6.2)

|h(v)(t1, t2)| ≤ M

|t1 − t2||v|−r−1+γ , r + 1 ≤ |v| ≤ s, (6.3)

где h(v)(t1, t2) = ∂|v|h(t1, t2)/∂tv11 ∂t
v2
2 , v = (v1, v2), |v| = v1 + v2,

и класс Ψ11, состоящий из функций h(t1, t2), удовлетворяющих усло-
виям

|h(v)(t1, t2)| ≤ M

|t1 − t2||v|+γ , 0 ≤ |v| ≤ s, (6.4)

где 0 < γ < 1.
В качестве Ψ2 возьмем класс функций W s(M), s = 1, 2, . . . .
Теорема 6.1 [37]. Пусть h(t1, t2) ∈ Ψ1, f(t) ∈ Ψ2. Тогда

fE(n,Ψ1,Ψ2, d) ≥ A


n−(r+2−γ), v > 2;
n−s/2(lnn)(s+2)/2, v = 2;

n−s/2, v < 2,
(6.5)

где v = (s+ 2)/(r + 3− γ).
Теорема 6.2 [37]. Пусть h(t1, t2) ∈ Ψ11, f(t) ∈ Ψ2. Тогда

E(n,Ψ11,Ψ2, d) ≥ A


n−(2−γ), v1 > 2;
n−s/2(lnn)(s+2)/2, v1 = 2;

n−s/2, v1 < 2,
(6.6)
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где v1 = (s+ 2)/(2− γ).
Доказательства обеих теорем проводятся аналогично, и поэтому

остановимся на доказательстве теоремы 6.2.
Доказательство теоремы 6.2. Доказательствo теоремы про-

водится аналогично доказательству теоремы 5.1 из предыдущего
параграфа . Поэтому остановимся только на некоторых отличиях
в доказательствах.
Оценим снизу верхнюю грань функционала

Jh =
1∫
0

1∫
0

h(t1, t2)dt1dt2

в предположении, что h ∈ Ψ1 и обращается в нуль в n произволь-
ным образом расположенных узлах.
Разобьем квадрат D = [0, 1]2 на более мелкие квадраты. Для

этого введем области D+k и D
−
k , расположенные выше и ниже глав-

ной диагонали B = {t1 = t2} квадрата D, такие, что для точек,
лежащих в этих областях, справедливы неравенства

1√
2

(
k

N

)v
≤ ρ(t, B) ≤ 1√

2

(
k + 1

N

)v
,

где v = (s+ 2)/(r + 2− γ).
В каждой из областей D+k и D

−
k разместим квадраты со сторо-

нами, равными hk =
1√
2

((
k+1
N

)v − ( k
N

)v)
, k = 0, 1, 2, . . . , причем в

каждой из областей D+k и D
−
k вместо двух квадратов могут быть

трапеции и треугольники. Отметим также, что квадраты D+k и
D−k имеют две стороны, параллельные диагонали D. Общее число
квадратов D±k равно

n ³ A

N v, v > 2;
N 2, v < 2;
N 2 lnN, v = 2.

(6.7)

Пусть n1 = 2n и N1− целое число, связанное с n1 соотношения-
ми (6.7). Повторяя описанные выше построения, покроем квадрат
D квадратами D

±
k,l, k = 0, 1, . . . , N1 − 1, с ребрами hk = ((k + 1)v−

−kv)/N v1 , k = 0, 1, . . . , N1 − 1. В результате этих построений
квадрат D оказывается покрытым 2n квадратами D

k
i1,...i2l

, k =
0, 1, . . . , N1 − 1. Так как для вычисления функционала Jh исполь-
зуется только n узлов, то в n квадратах из множества D

k
i1,...i2l

, k =
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0, 1, . . . , N1 − 1, отсутствуют узлы функционала Jh. Повторяя те-
перь рассуждения, аналогичные проведенным при доказательстве
теоремы 5.1 из предыдущего параграфа, убеждаемся в справедли-
вости теоремы.
Рассмотрим уравнение

Kx ≡ x+Hx ≡ x(t) +
1∫
0

h(t, τ)x(τ)

|τ − t|γ dτ = f(t),

где h(t, τ) ∈ Hαα, f(t) ∈ Hα, 0 < α ≤ 1, 0 ≤ γ < 1.
Повторяя проведенные выше рассуждения, убеждаемся, что

справедливо следующее утверждение.
Теорема 6.3 [37]. Пусть h(t1, t2) ∈ Ψ3 = Hαα, f(t) ∈ Ψ4 = Hα.

Тогда E(n,Ψ3,Ψ4, d) ≥ An−α/2.
Построим оптимальный по сложности алгоритм приближенного

решения уравнения (6.1).
Для определенности остановимся на случае, когда h ∈ Ψ1, f ∈

Ψ2.
Обозначим через µk, k = 1, 2, . . . , s, узлы полинома Лежандра

s-го порядка, расположенные в сегменте [−1, 1], а через µ′k, k =
1, 2, . . . , s,− их образы при отображении [−1, 1] на [a, b]. Пусть
Ls(f, [a, b])− интерполяционный полином порядка s − 1, интерпо-
лирующий функцию f(t) по узлам µ′k, k = 1, 2, . . . , s, в сегменте
[a, b].
Обозначим через Γ границу сегмента [−1, 1], т.е. точки ±1.

Пусть t1k = −1 + (k/N)v, t2k = 1 − (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N. Введем
сегменты ∆1k = [t

1
k, t
1
k+1],∆

2
k = [t

2
k+1, t

2
k], k = 0, 1, . . . , N − 1. Сплайн,

аппроксимирующий функцию f(t) и составленный из полиномов
Ls(f,∆

i
k), i = 1, 2, k = 0, 1, . . . , N − 1, обозначим через fN(t).

Множество локальных сплайнов, построенных указанным спосо-
бом, обозначим через LSN . Оператор проектирования на множе-
ство локальных сплайнов LSN обозначим через LN . Приближенное
решение уравнения (6.1) будем искать в виде локального сплайна
xN(t) ∈ LSN с неопределенными пока коэффициентами. Эти ко-
эффициенты определяются из системы алгебраических уравнений,
которая в операторной форме имеет вид

KNxN ≡ xN(t) + LN
 1∫
−1
LτN [h(t, τ)xN(τ)] dτ

 = LN (f(t)]. (6.8)

Из общей теории приближенных методов анализа следует, что
при N таких, что q = AN−r < 1, система уравнений (6.8) одно-
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значно разрешима и справедлива оценка ‖x∗−x∗N‖ ≤ AN−r, где x∗
и XN − решения уравнений (6.1) и (6.8) соответственно.
Введем оператор

KNx ≡ x(t) +
1∫
−1
LτN [h(t, τ)x(τ)]dτ. (6.9)

Обратным оператором к оператору KN является оператор K
−1
N ,

который определяет решение уравнения KNx = g по формуле

x(t) = g(t)−
1∫
−1
LτN [h(t, τ)xN(τ)]dτ, (6.10)

где xN(t)− решение уравнения (6.8) при правой части LN [g].
При N таких, что система уравнений (6.8) однозначно разре-

шима (для этого достаточно, чтобы q = AN−r < 1), линейный
оператор KN отображает банахово пространство C на себя. Сле-
довательно, по теореме Банаха он непрерывно обратим.
Введем операторы KNi, i = 1, 2,

KNix ≡ x(t) +
1∫
−1
LτNi[h(t, τ)x(τ)]dτ. (6.11)

Построим последовательные приближения

x′N = K
−1
N (KN1 −KN)x0N +K−1N f, (6.12)

x′′N = K
−1
N (KN2 −KN)x′N +K−1N f, (6.13)

где N1 = [n2/3] + 1, N2 = [n1/2] + 1, N = [n1/3] + 1, n− число ариф-
метических действий, используемых при построении алгоритма.
Отметим, что при вычислении последовательных значений x′N

и x′′N сингулярные интегралы вычисляются по оптимальным по
точности и сложности (одновременно) алгоритмам [27], [33], тре-
бующим AN арифметических действий и имеющим точность
AN−(r+α). Повторяя рассуждения, приведенные в §5, получаем
оценку:

‖x∗ − xN”‖ ≤ An−(r+α)/2. (6.14)

Таким образом, построен оптимальный по порядку (по точно-
сти) алгоритм приближенного решения уравнения (6.1).

123



7. Оптимальные по сложности методы решения
многомерных слабосингулярных интегральных

уравнений Фредгольма

Рассмотрим многомерные слабосингулярные интегральные урав-
нения вида

Kx ≡ x+ Tx ≡ x(t) +
∫
D

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), t ∈ D, (7.1)

где D − внутренняя область параллелепипеда D = [−1, 1]l, l ≥ 2,
t = (t1, . . . , tl), τ = (τ1, . . . , τl).
В §4 построен оптимальный по порядку (по точности) метод

решения уравнений вида (7.1).
Ниже предлагается оптимальный по порядку (по сложности)

метод решения слабосингулярных интегральных уравнений вида
(7.1).
Пусть G = [−1, 1]2l, l = 2, . . . .
Обозначим через Ψ1 множество функций, для которых выпол-

няется условие (4.2), а через Ψ2− множество функций, принадле-
жащих пространству Cm,v(D), описанному в § 4.
Теорема 7.1 [37]. Пусть h(t, τ) ∈ Ψ1, f(t) ∈ Ψ2, w = m+2l

2l−v . Тогда

E(n,Ψ1,Ψ2, d) ≥ A


n−(l−v)/l, w > (l + 1)/l,
n−(l−v)/l(lnn)(2l−v)/l, w = (l + 1)/l,
n−(m+l−1)/(l+1), w < (l + 1)/l.

(7.2)
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Доказательство . Оценим снизу верхнюю грань функционала

Jh =
1∫
0

. . .
1∫
0

h(t, τ)dtdτ

в предположении, что h ∈ Ψ1 и обращается в нуль в n произ-
вольным образом расположенных узлах, принадлежащих области
G. Зафиксируем произвольное i, 1 ≤ i ≤ l, и рассмотрим квадрат
Di = [0, 1]

2 на плоскости 0tiτi, i = 1, 2, . . . , l.
Пусть N− целое число, величина которого определяется ниже.

Разобьем квадрат Di(i = 1, 2, . . . , l) на более мелкие квадраты
∆±ikj , k, j =
= 1, 2, . . . , Ni, i = 1, 2, . . . , l, способом, аналогичным описанному
в § 6. Отличие заключается в величине константы w, которая здесь
равна w = (m + 2l)/(2l − v). В дальнейшем для простоты обозна-
чений будем опускать символы (±).
Общее число ni(i = 1, 2, . . . , l) квадратов ∆ikj, которые можно

разместить в квадрате Di, определяется формулой (6.7). Пусть
∆kj1,...,jl =

= ∆1kj1∪∆2kj2∪ . . .∆lkjl, k = 1, 2, . . . , N, ji = 1, 2, . . . , Ni, i = 1, 2, . . . , l.
Общее число кубов∆kj1,...,jl, k = 0, 1, . . . , N, которые можно раз-

местить в G, оценивается выражением

M ³
N−1∑
k=0

 2− 2(k/N)w
((k + 1)/N)w − (k/N)w

l ³

³

Nwl, w > (l + 1)/l,
Nwl lnN, w = (l + 1)/l,
N l+1, w < (l + 1)/l.

(7.3)

Пусть M = 2n. Подберем число N таким образом, чтобы вы-
полнялось соотношение (7.3). Так как число точек, в которых
функция h(t, τ) обращается в нуль, равно n, то имеется по край-
ней мере n кубов вида ∆kj1...jl, в которых функция h(t, τ) в нуль
не обращается. Назовем эти кубы отмеченными. Для простоты
обозначений в каждой плоскости 0tiτi(i = 1, 2, . . . , l) введем но-
вую систему координат, взяв в качестве осей диагонали первого и
второго квадрантов. В произвольном отмеченном кубе ∆kj1,...,j2l =
[akj1, a

k
j1+1
; . . . ; akj2l, a

k
j2l+1
] функция h(t, τ) определяется формулой

hkj1,...,j2l = A
[(t1 − aj1)k(akj1+1 − t1) . . . (t2l − akj2l)(akj2l+1 − t2l)]m

h
m(4l−1)
k (k/N)w(v+m)

.
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В дополнении объединения отмеченных кубов до области G
функция h(t, τ) полагается равной нулю. Константа А выбирается
таким образом, чтобы h(t, τ) ∈ Ψ1.
Нетрудно видеть, что∫ ∫

∆kj1,...,j2l

hkj1...j2l(t, τ)dtdτ ≥ AN−m−2l. (7.4)

Таким образом, ∫ ∫
G

h(t, τ)dtdτ ≥ AnN−m−2l. (7.5)

Из неравенств (7.4) и (7.5) следует справедливость теоремы.
Рассмотрим уравнение

Kx ≡ x(t) +
∫
D

h(t, τ)x(τ)dτ

((τ1 − t1)2 + . . . + (τl − tl)2)γ = f(t), (7.6)

где h ∈ Hα,...,α, f ∈ Hα,...,α, 0 ≤ γ < l/2.
Теорема 7.2 [37]. Пусть h(t, τ) ∈ Ψ3 = Hα,...,α, f(t) ∈ Ψ4 =

Hα,...,α. Тогда

E(n,Ψ3,Ψ4, d) ≥ A


n−(l+α−γ)/l, w > (l + 1)/l,
n−(l+α−γ)/l(lnn)(2l+α−γ)/l, w = (l + 1)/l,

n−(l+α−1)/(l+1), w < (l + 1)/l,

где w = (α + 2l)/(α + 2l − γ).
Доказательство теоремы подобно доказательству теоремы 7.1.
Подобно тому, как это было сделано для одномерных слабосин-

гулярных интегральных уравнений, строятся при соответствую-
щих сочетаниях m, v, α, l, γ оптимальные по порядку (по сложно-
сти) алгоритмы приближенного решения уравнения (7.1) при усло-
виях (4.2) и уравнения (7.6).
Замечание. Полученные выше результаты могут быть распро-

странены и на интегральные уравнения с другими видами слабо-
сингулярных ядер.
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8. Oптимальные способы задания информации

Выше были построены оптимальные по точности методы реше-
ния интегральных уравнений Фредгольма на классах Qrγ(Ω,M),
Brγ(Ω) и слабосингулярных интегральных уравнений в предпо-
ложении, что информационный оператор Т задается значениями
функций h(t, τ), f(t), t = (t1, . . . , tl), τ = (τ1, . . . , τl), в N узлах, при-
чем значения функций h(t, τ) задаются в N1 точках, а функции f(t)− в N2 точках, N1 +N2 = N.
Оказывается, что если функции h(t, τ) и f(t) задавать не их

значениями в узлах, а функционалами другого вида, то оценки
точности и сложности решения упомянутых выше классов инте-
гральных уравнений можно значительно усилить.
Пусть X − банахово пространство, F − класс функций, H̃ −

множество линейных непрерывных операторов, действующих из
X в X и таких, что уравнение

Kx ≡ x+Hx ≡ x(t) +
∫
Ω

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), (8.1)

t = (t1, . . . , tl), τ = (τ1, . . . , τl), l ≥ 2, однозначно разрешимо при
любых H ∈ H̃ и f ∈ F.
Предположим, что информация о каждом уравнении (8.1) зада-

ется в виде вектора, состоящего изN функционалов (γ1, . . . , γN)(γi =
= γi(H), i = 1, 2, . . . , N1, γj = γj(f), j = N1 + 1, . . . , N), при-
чем для вычисления значений γi(H), γj(f), i = 1, 2, . . . , N1, j =
N1 + 1, . . . , N, требуется O(N 2) простейших операций, к которым
относятся арифметические операции, вычисление значений функ-
ций, вычисление интегралов. (Отметим, что в §§ 5−7 под простей-
шими операциями понимались арифметические операции и опера-
ции вычисления значений функций).
Множество всевозможных наборов функционалов (γ1(H, f), . . . ,

γN(H, f)) обозначим через TN [H, f ].
Введем следующие классы функций. Через Qrγ(Ω2,M) обозна-

чим множество функций h(t, τ), t = (t1, . . . , tl), τ = (τ1, . . . , τl),
которые при фиксированном t принадлежат классу Qrγ(Ω,M) по
переменной τ, а при фиксированном τ − классу Qrγ(Ω,M) по пе-
ременной t.
Через Brγ(Ω2) обозначим класс функций h(t, τ), которые при

фиксированном t принадлежат классу Brγ(Ω) по переменной τ, а
при фиксированном τ − классу функций Brγ(Ω) по переменной t.
Напомним, что класс функций Cm,v(Ω) был описан в § 4.
Пусть Ψ1 = Qrγ(Ω2,M), Ψ2 = Qrγ(Ω,M), β = const > 1.
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Обозначим через H̃(Ψ1, β) множество интегральных операто-
ров Hx =

∫
Ω
h(t, τ)x(τ)dτ, у которых h(t, τ) ∈ Qrγ(Ω2,M) и ‖(I +

H)−1‖C ≤≤ β.
Теорема 8.1. При X = C

EN (Ψ1,Ψ2, d) ≥ А

N−(s−γ)/(l−1) при v > l/(l − 1);
N−s/l(lnN)s/l при v = l/(l − 1);
N−s/l при v < l/(l − 1),

(8.2)

где v = s/(s− γ).
Доказательство. Справедливость этого утверждения легко

доказывается на классе интегральных уравнений вида

x(t) +
∫
Ω

h(τ)x(τ)dτ = f(t),
∫
Ω

h(τ)dτ 6= −1.

Это уравнение имеет решение

x(t) = f(t)− α, α = (
∫
Ω

h(τ)f(τ)dτ)/(1 +
∫
Ω

h(τ)dτ ),

причем x(t) ∈ Ψ2. В гл. I было показано, что для поперечника
Бабенко справедлива оценка

δN(Qrγ(Ω,M)) ≥ C

N−(s−γ)/(l−1) при v > l/(l − 1);
N−s/l(lnN)s/l при v = l/(l − 1);
N−s/l при v < l/(l − 1),

где v = s/(s− γ).
Следовательно, при любом способе задания информационно-

го оператора (γ1(H), . . . , γN1(H), γN1+1(f), . . . , γN(f)) cправедлива
оценка (8.2).
Аналогичным образом доказываются следующие утверждения.
Теорема 8.2. Пусть X = C, Ψ3 = Brγ(Ω2), Ψ4 = Brγ(Ω), Ω =

=[−1, 1]l, l ≥ 2. Справедлива оценка EN(Ψ3,Ψ4, d) ≥ CN−(r+1−γ)/(l−1).
Обозначим через Ψ5 множество ядер h(t, τ), удовлетворяющих

неравенству (4.2), а через Ψ6− множество функций, принадлежа-
щих классу Cm,v(Ω).
Теорема 8.3. При X = C

EN(Ψ5,Ψ6, d) ≥ C


N−r/(l−1) при q > l/(l − 1);
N−m/l при q < l/(l − 1);

N−m/l(lnN)m/l при q = l/(l − 1),
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где r = l − v, q = m/r.
Построим приближенные методы решения уравнений вида (8.1),

реализующие оценки теорем 8.1− 8.3 на соответствующих классах
функций.
Для определенности остановимся вначале на случае, когда

h(t, τ) ∈
∈ Qrγ(Ω2,M), f(t) ∈ Qrγ(Ω,M), Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2. Покроем
область Ω кубами ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N − 1 так, как это описано
в разделе 2 § 3. Обозначим через Ps···s(f,∆ki1,...,il) функцию

Ps···s(f,∆ki1,...,il) =



s∑
k1=0
· · · s∑
kl=0
αk1,···,kl(∆

k
i1,...,il

)tk11 · · · tkll
при t ∈ ∆ki1,...,il,
0 при t ∈ Ω \∆ki1,...,il,

где
s∑
k1=0
· · · s∑
kl=0
αk1,···,kl(∆

k
i1,...,il

)tk11 · · · tkll - полином, приближающий
функцию f(t) в кубе ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Объединение функций Ps···s(f,∆ki1,...,il) является локальным сплай-

ном Ss,···,s(f), определенным в области Ω. Обозначим через Sts,···,s
оператор, ставящий функции f(t) в соответствие локальный
сплайн
Ss,···,s(f). Верхний индекс t означает, что оператор Sts,···,s берет-
ся по переменной t. Отметим, что способ определения полинома
Ps,···,s(f,∆ki1,...,il), k = 0, 1, . . . , N − 1, существенной роли не играет.
В качестве этого полинома может быть взят отрезок ряда Тейло-
ра, интерполяционный полином, отрезок ряда по ортогональным
полиномам и т.д. Ниже для определенности в качестве полиномов
Ps,···,s(f,∆ki1,...,il), k =
= 0, 1, . . . , N − 1, берутся интерполяционные полиномы по узлам
полиномов Чебышева или Лежандра.
В качестве приближенного к уравнению (8.1) возьмем уравнение

Ksx ≡ x(t) +Hsx ≡ x(t) +
∫
Ω

Sts,···,s[h(t, τ)]x(τ)dτ+

+
∫
Ω

Sτs,···,s[h(t, τ)]x(τ)dτ −
∫
Ω

Sts,···,sS
τ
s,···,s[h(t, τ)]x(τ)dτ = f(t). (8.3)

Точное решение уравнения (8.3) является приближенным реше-
нием уравнения (8.1).
Рассмотрим уравнения (8.1) и (8.3) в пространстве X = C. Из

теоремы Банаха следует, что при достаточно больших N (таких,
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что q = A(sN)−s‖K−1‖ < 1) оператор Ks непрерывно обратим и
справедлива оценка ‖K−1s ‖ ≤ ‖K−1‖/(1− q).
Обозначим через x∗ и x∗s решения уравнений (8.1) и (8.3).
Очевидно, x∗ − x∗s +Hs(x∗ − x∗s) = (Hs −H)x∗.
Из обратимости оператора Ks следует, что

‖x∗−x∗s‖ ≤ ‖K−1s ‖‖(H−Hs)x∗‖ ≤ A‖
∫
Ω

[(I−Sts)(I−Sτs )h(t, τ)]x∗(τ)dτ‖ ≤

≤ A

m−2(s−γ)/(l−1), v > l/(l − 1),
m−2s/l, v < l/(l − 1),

m−2s/l(lnm)s/l, v = l/(l − 1),
где m = slm0, m0 − общее число кубов ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N − 1,
покрывающих область Ω.
Общее число функционалов, используемых при построении вы-

числительной схемы (8.3), n = O(m2). Следовательно,

‖x∗ − x∗s‖ ≤ A

n−(s−γ)/(l−1), v > l/(l − 1),
n−s/l, v < l/(l − 1),

n−s/l(lnn)s/l, v = l/(l − 1).
Сравнивая эту оценку с оценкой теоремы 8.1, убеждаемся в спра-

ведливости следующего утверждения.
Теорема 8.4. При X = C, l ≥ 2

EN(Ψ1,Ψ2, d) ³

N−(s−γ)/(l−1) при v > l/(l − 1),
N−s/l(lnN)s/l при v = l/(l − 1),
N−s/l при v < l/(l − 1),

где v = s/(s− γ).
Аналогичным образом доказываются следующие теоремы.
Теорема 8.5. При X = C, l = 1

EN (Ψ1,Ψ2, d) ³ N−s.
Теорема 8.6. При X = C, l ≥ 2

EN(Ψ3,Ψ4, d) ³ N−(r+1−γ)/(l−1).
9. Сверхсходимость решений интегральных уравнений

Начиная с середины XX в. активно развиваются итерационно-
про-
екционные методы решения функциональных и, в частности, ин-
тегральных уравнений. Среди этих методов необходимо, в первую
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очередь, отметить метод функциональных поправок Соколова и
его различные модификации. Подробно с этими методами мож-
но познакомиться по монографиям [107], [116]. Позднее выделился
в отдельное направление один итерационно-проекционный метод,
обладающий чрезвычайно высокой сходимостью.
Изложим этот метод на примере операторного уравнения вто-

рого рода
Kx ≡ x = Hx+ f, K ∈ B[X,X], (9.1)

где K − линейный оператор в банаховом пространстве X .
Пусть XN − подпространство пространства X и PN ∈ [X,XN ]− проектор, отображающий X на XN .
Для приближенного решения уравнения (9.1) используем проек-

ционный метод

KNxN ≡ xN = PNHxN + fN , KN ∈ B[XN , XN ], fN = PNf. (9.2)
Предположим, что уравнения (9.2) однозначно разрешимы, на-

чиная с некоторого номера N∗ , и что справедлива оценка ‖K−1N ‖ ≤
M.
Пусть xN− решение уравнения (9.2). Введем поправку

x̃N = HxN + f. (9.3)

Итерационно-проекционный метод, описываемый уравнениями
(9.2), (9.3), называется сверхсходящимся. Проведем выкладки,
оправдывающие это название. Покажем [55], что решение x̃N удо-
влетворяет уравнению

x̃N −HPN x̃N = f. (9.4)

Действительно,

x̃N −HPN x̃N = HxN + f −HPN(HxN + f) =
= H(xN − PNHxN − PNf) + f = f. (9.5)

Из (9.1) и (9.4) имеем

(I −HPN)x̃N = x−Hx,
(I −HPN)x̃N − x+HPNx = HPNx−Hx.

Используя равенство P 2N = PN , получаем:

(I −HPN)(x̃N − x) = HPNx−Hx−HP 2Nx+HPNx,
(I −HPN)(x̃N − x) = (HPN −H)(x− PNx).
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Отсюда, предполагая, что оператор I −HPN непрерывно обра-
тим, имеем:

(x̃N − x) = (I −HPN)−1(HPN −H)(x− PNx)
и, следовательно,

‖x̃N − x‖ ≤ ‖(I −HPN)−1‖ · ‖(HPN −H)(x− PNx)‖. (9.6)

Из неравенства (9.6) следует, что близость точного решения x∗
уравнения (9.1) и приближенного x̃∗N , полученного по методу сверх-
сходимости (9.2) − (9.3), зависит от точности аппроксимации опе-
ратораH операторамиHPN на множестве функций, представимых
в виде z = x− PNx, x ∈ X, и от нормы ‖x∗ − PNx∗‖.
Точность проекционного метода (9.2) равна А‖x∗ − PNx∗‖. Сле-

довательно, дополнительная точность метода сверхсходимости за-
висит от ‖HPN −H‖ на множестве Z = {x− PNx}, x ∈ X.
Рассмотрим многомерные интегральные уравнения Фредголь-

ма на классах функций Qrγ(Ω,M), Brγ(Ω) и многомерные сла-
босингулярные интегральные уравнения. Для приближенного ре-
шения этих уравнений воспользуемся модификацией метода мо-
ментов, которую подробно изложим в случае уравнений на классе
функций Qrγ(Ω,M). Для простоты дальнейших выкладок предпо-
ложим, что γ− целое число.
Рассмотрим интегральное уравнение

Kx ≡ x+Hx ≡ x(t) +
∫
· · ·
∫
Ω

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), (9.7)

где Ω = [−1, 1]l, t = (t1, . . . , tl), τ = (τ1, . . . , τl), h(t, τ) ∈ Qrγ(Ω2,M),
f(t) ∈ Qrγ(Ω,M).
Разобьем область Ω на более мелкие кубы ∆ki1,...,il по алгоритму,

описанному в § 3 . При этом полагаем v = (2s + 2l)/(2s + 2l −
2γ). Приближенное решение уравнения (9.7) будем искать в виде
кусочно-непрерывной функции xN(t), которая определяется фор-
мулой

xN(t) =
N∑
k=0

∑
i1,···,il

xN(t,∆
k
i1,...,il

). (9.8)

Функция xN(t,∆ki1,...,il) равна нулю в дополнении куба ∆
k
i1,···,il до

области Ω, а в области ∆ki1,···,il она определяется формулой

xN(t,∆
k
i1,···,il) =

s∑
j1=0

· · ·
s∑
jl=0

xj1,···,jl(∆
k
i1,···,il)Pj1,···,jl(t,∆

k
i1,···,il). (9.9)
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Здесь xj1,···,jl(∆
k
i1,···,il) − подлежащие определению числовые коэф-

фициенты, Pj1,···,jl(t,∆
k
i1,···,il) − образ полинома Pj1,···,jl(t, [−1, 1]l) =

= Pj1(t1)×· · ·×Pjl(tl) при отображении куба [−1, 1]l на куб ∆ki1,···,il,
k = 0, 1, . . . , N−1. Через Pj(t) обозначен ортонормальный полином
степени j, определенный на сегменте [−1, 1].
Коэффициенты xj1,···,jl определяются по модифицированному ме-

тоду моментов, который в операторной форме имеет вид

KNxN ≡ xN(t) + PN [
∫
Ω

h(t, τ)xN (τ)dτ ] = PN [f(t)], (9.10)

где PN − оператор проектирования, ставящий каждой непрерыв-
ной функции x(t) ∈ C кусочно-полиномиальную функцию, опреде-
ляемую формулами (9.8) − (9.9).
Можно показать, что при достаточно больших N система урав-

нений (9.10) однозначно разрешима. Проведем итерацию (9.3) для
уравнения (9.7). В данном случае она имеет вид

x̃N(t) =
∫ ∫
Ω

h(t, τ)xN (τ)dτ + f(t), (9.11)

где xN(t)− решение уравнения (9.10).
Таким образом, оценка погрешности проекционно-итерационного

метода (9.11) сводится к оценке в метрике пространства С (Ω) нор-
мы выражения ‖(HPN −H)(x− PNx)‖ при x ∈ Qrγ(Ω,M).
Будем оценивать эту норму при r ≥ 1. В этом случае в каждом

кубе ∆ki1,...,il функция x(t) разлагается в ряд по ортонормальным
полиномам Pj1,···,jl(t,∆

k
i1,...,il

).
Оценка нормы ‖(HPN −H)(x−PNx)‖ сводится к оценке нормы

Jki1,...,il = ‖
∫ ∫
∆ki1,...,il

h(t, τ)(x(τ)− PNx(τ))dτ‖C .

Пусть ∆ki1,...,il = [a1, b1; · · · ; al, bl]. Сделаем замену переменных

τi = ai +
wi + 1

2
(bi − ai), i = 1, 2, . . . , l.

Тогда

Jki1,...,il = ‖
∫ ∫
Ω

hki1,...,il(t, w)(x
k
i1,...,il

(w)−(PNxki1,...,il)(w))
l∏
i=1

bi − ai
2
dw‖C .
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Обозначения hki1,...,il(t, w), x
k
i1,...,il

(w) очевидны. Здесь xki1,...,il(w)
− отображение функции x(τ) из куба ∆ki1,...,il в куб Ω. В кубе
∆ki1,...,il функция x(τ) имела производные до s порядка включи-
тельно, причем модуль s-й производной был ограничен константой
M/(ρ(x,Γ))γ =M(N/k)vγ при x ∈ ∆ki1,...,il, 1 ≤ k ≤ N − 1. Модуль r
- й производной ограничен константойM при x ∈ ∆0i1,...,il. При ото-
бражении x(τ) в xki1,...,il(w) последняя функция имеет производные
до s - го порядка в Ω, причем s-я производная ограничена кон-
стантой (hk/2)sM(N/k)vγ при 1 ≤ k ≤ N − 1, a r -я производная
ограничена константой (h0/2)rM при k = 0.
Функция hki1,...,il(t, w) имеет производные по переменной w до s-го

порядка при 1 ≤ k ≤ N − 1 и до r-го порядка при k = 0. Эти про-
изводные ограничены константой (hk/2)sM(N/k)vγ при 1 ≤ k ≤
≤ N − 1 или константой (h0/2)rM при k = 0.
Выражение

xki1,...,il(w)−(PNxki1,...,il)(w) =
∞∑
k1=0

· · ·
∞∑
kl=0

′αk1···kl(∆
k
i1,...,il

)Pk1(w1) · · ·Pkl(wl),

где
∑ ′ означает суммирование по k1, · · · , kl, не принадлежащим

кубу [0, s]l.
Заметим теперь, что (

2

hk

)l
Jki1,...,il ≤

≤ ‖
∫ ∫
Ω

hki1,...,il(t, w)
∞∑
k1=0

· · ·
∞∑
kl=0

′αk1,···,kl(∆
k
i1,...,il

)Pk1(w1) · · ·Pkl(wl)dw‖ =

= ‖
∞∑
k1=0

· · ·
∞∑
kl=0

′αk1,...,kl(∆
k
i1,...,il

)
∫ ∫
Ω

hki1,...,il(t, w)Pk1(w1) · · ·Pkl(wl)dw‖ =

= ‖
∞∑
k1=0

· · ·
∞∑
kl=0

′αk1,...,kl(∆
k
i1,...,il

)hωk1,···,kl(∆
k
i1,...,il

)‖ ≤

≤
 ∞∑
k1=0

· · ·
∞∑
kl=0

′α2k1,...,kl(∆
k
i1,...,il

)

1/2  ∞∑
k1=0

· · ·
∞∑
kl=0

′(hωk1,···,kl(∆
k
i1,...,il

))2
1/2 .

Здесь hτk1,···,kl(∆
k
i1,...,il

) = maxt∈Ω |hτk1,···,kl(t,∆ki1,...,il)|, hτk1,···,kl(t,∆ki1,...,il)−
коэффициенты разложения функции h(t, τ) (по переменной τ в
области ∆ki1,...,il) в ряд Фурье по ортогональной в ∆

k
i1,...,il

системе
функций Pk1(τ1) · · ·Pkl(τl), ki = 0, 1, . . . ,∞, i = 1, 2, . . . , l.
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В ряде случаев коэффициенты αk1,···,kl(∆
k
i1,...,il

) и hk1.···,kl(t,∆
k
i1,...,il

)
можно легко оценить. Пусть разложение функций x(t) и h(t, τ) в
кубе ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , l, проводится по полиномам Чебышева
первого рода.
Тогда для коэффициентов Фурье αk1,···,kl(∆

k
i1,...,il

) имеют место
оценки: при 1 ≤ k ≤ N − 1

|αk1,···,kl(∆ki1,...,il)| ≤ Ahsk
(
k

N

)vγ 1

kv11 . . . k
vl
l

,

при k = 0 и γ − целом
|αk1,···,kl(∆0i1,...,il)| ≤ Ahr0

1

kv11 . . . k
vl
l

,

где v1 + . . .+ vl = s.
Аналогичная оценка справедлива и для коэффициентов Фурье

hk1,...,kl(t,∆
k
i1,...,il

).
В результате имеем ∞∑

k1=0

· · ·
∞∑
kl=0

′α2k1,···,kl(∆
k
i1,...,il

)

1/2 ≤

≤ Ahsk
(
N

k

)vγ  ∞∑
(k1,...,kl) 6∈∆∗

1

k2v11 . . . k
2vl
l


1/2

≤ Ahsk
(
N

k

)vγ

при k = 1, . . . , N − 1, где ∆∗− множество точек с целочисленными
координатами, расположенных в кубе [0, s]l.
При k = 0  ∞∑

(k1,...,kl) 6∈∆∗
α2k1···kl(∆

0
i1,...,il

)


1/2

≤ Ahr0.

Аналогично,

Jki1,···,il ≤ Ah2s+lk

(
N

k

)2vγ
при k = 1, . . . , N − 1.
При k = 0

J0i1,...,il ≤ Ah2r+l0 .

Поэтому
‖(HPN −H)x‖ ≤ AnN−(2s+l)‖x‖ (9.12)
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где n − число кубов ∆ki1,...,il, покрывающих область Ω.
Величина n была ранее оценена в § 3 соотношением (3.10). Из

неравенства (9.12) и соотношения (3.10) следует, что

‖x∗ − x̃N‖ ≤ A

n−(2s+1−2γ)/(l−1) при v > l/(l − 1),
n−(2s+l)/l при v < l/(l − 1),

n−(2s+l)/l(lnn)(2s+l)/l при v = l/(l − 1).
Из сопоставления этого неравенства с оценкой, полученной в

$ 3, с очевидностью следует сверхсходимость исследуемого ме-
тода. Очевидно, что эффект сверхсходимости будет значительно
более высоким, если использовать в качестве приближенного ре-
шения отрезки ряда Фурье с коэффициентами, принадлежащими
гиперболическим крестам.

10. Приближенное решение интегральных уравнений
Вольтерра

10.1. Одномерные интегральные уравнения Вольтерра

Рассмотрим интегральное уравнение

Kx ≡ x(t) +
t∫
0

h(t, τ)g(t− τ)x(τ)dτ = f(t), t ∈ Ω = [0, T ], (10.1)

где h(t, τ) ∈ W s,s(M), f(t) ∈ W s(M), g(t) ∈ Q∗r,γ([0, T ],M).
Повторяя практически дословно рассуждения, проведенные в § 1

книги [57], можно показать, что операторK отображает простран-
ство Q∗r,γ([0, T ],M) на пространство Q∗r,γ([0, T ],M1). Следователь-
но, если f ∈ Q∗r,γ([0, T ],M1), то и x ∈ Q∗r,γ([0, T ],M).
Таким образом, будем искать решение в классе функций, име-

ющих непрерывные производные до r-го порядка включительно и
производные v-го порядка (r < v ≤ s), удовлетворяющие неравен-
ству |x(v)(t)| ≤ M

tv−r−ζ , v = r + 1, . . . , s.
Приближенное решение уравнения (10.1) будем искать в виде

сплайна xn(t), 0 ≤ t ≤ T с неизвестными коэффициентами xkj , k =
1, 2, . . . , N,
j = 0, 1, . . . , s, построение которого описано гл. I. Опишем процесс
определения этих коэффициентов.
Вначале проведем обоснование метода коллокации. Для этого

введем функцию K(t, τ) = 1, при 0 ≤ τ ≤ t, K(t, τ) = 0, при
t < τ ≤ T.
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Тогда уравнение (10.1) можно представить в виде

Kx ≡ x(t) +
T∫
0

K(t, τ)h(t, τ)g(t− τ)x(τ)dτ = f(t).

Нетрудно видеть, что оператор K ∈ B[X,X], X = C[0, T ], не-
прерывно обратим. Из общей теории приближенных методов сле-
дует, что, начиная с некоторого номера n0, операторы

Knxn ≡ Pn
xn(t) +

T∫
0

K(t, τ)P τn [h(t, τ)]g(t− τ)xn(τ)dτ
 = Pn[f(t)]

(10.2)
непрерывно обратимы в подпространстве Xn, состоящем из сплай-
нов вида xn(t), причем ‖K−1n ‖ ≤ B для всех n ≥ n0. Здесь Pn[f ]−
оператор проектирования функции f из X на множество сплайнов
fn(t). Обоснование этого утверждения не приводится, так как в
главе III проведено подобное обоснование для более сложного слу-
чая сингулярных интегральных уравнений.
Обозначим через x∗ и x∗n решения уравнений (10.1) и (10.2)

соответственно. Пусть x̃∗n− наилучшее приближение функции x∗
сплайнами из Xn. Тогда

Kn(x̃
∗
n − x∗n) =

= Pn

(x̃∗n(t)− x∗n(t)) +
T∫
0

K(t, τ)h(t, τ)g(t− τ)[x̃∗n(τ)− x∗(τ)]dτ+

+
T∫
0

K(t, τ)(h(t, τ)− P τn [h(t, τ)])g(t− τ)x∗n(τ)dτ
 .

Следовательно, ‖x̃∗n − x∗n‖ ≤ An−s.
Так как ‖x∗ − x̃∗n‖ ≤ An−s, то окончательно имеем ‖x∗ − x∗n‖ ≤

An−s.
Теорема 10.1 [53]. Пусть выполнены следующие условия:

1) h(t, τ) ∈ W s,s(M), g(t), f(t) ∈ Q∗r,γ([0, T ],M);
2) оператор K ∈ [C,C] непрерывно обратим.
Тогда начиная с некоторого номера n0 операторы Kn (n ≥ n0)
непрерывно обратимы и справедлива оценка ‖x∗−x∗n‖ ≤ An−s, где
x∗ и x∗n− решения уравнений (10.1) и (10.2) соответственно.
Из сопоставления утверждений теоремы 10.1 и теоремы 3.2

следует
Теорема 10.2 [53]. Среди всевозможных приближенных ме-

тодов решения уравнения (10.1), использующих n функционалов
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функции f(t) и n2 функционалов функции h(t, τ), оптимальным по
порядку по точности на классах функций

F (f, g ∈ F = Q∗r,γ([0, T ],M)) и H (h ∈ H = Q∗r,γ([0, T ]2,M))
является проекционный метод (10.2).
Пусть теперь функция g(t) ∈ B∗r,γ([0, T ]). В предположении,

что оператор K отображает класс функций B∗r,γ(Ω) в себя, утвер-
ждения предыдущей теоремы можно усилить. Введем узлы t0 =
0, tk = 2

k−nT, k = 1, 2, . . . , n. Через ∆k обозначим сегменты
∆k = [tk, tk+1], k =
= 0, 1, . . . , n − 1. Локальный сплайн fn(t), аппроксимирующий
функцию f(t), строится следующим образом. На каждом сегменте
∆k, k =
= 0, 1, . . . , n − 1, функция f(t) аппроксимируется интерполяцион-
ным полиномом степени r по узлам ξkj , которые являются образами
узлов полинома Лежандра r + 1 степени ξj, j = 1, 2, . . . , r + 1, ото-
браженными с сегмента [−1, 1] на сегмент ∆k, k = 0, 1, . . . , n− 1.
Из теоремы 4.6 следует, что ‖f(t) − fn(t)‖ ≤ A2−n(r+1−γ). Еще
раз повторяя выкладки, проведенные при доказательстве теоремы
10.1, убеждаемся в справедливости следующего утверждения.
Теорема 10.3 [53]. Пусть Ω = [0, T ] и выполнены следующие

условия: 1) h(t, τ) ∈ A([0, T ]2), g(t),f(t) ∈ B∗r,γ(Ω). 2) оператор
K ∈ [C,C] непрерывно обратим; 3) оператор K отображает класс
функций B∗r,γ(Ω) в себя.
Тогда начиная с некоторого номера n0 операторы Kn (n ≥ n0) не-
прерывно обратимы и справедлива оценка ‖x∗−x∗n‖ ≤ A2−n(r+1−γ),
где x∗ и x∗n решения уравнений (10.1) и (10.2) соответственно.
Из сопоставления утверждений теоремы 4.6 главы I и теоремы

10.3 следует
Теорема 10.4 [53]. Среди всевозможных приближенных ме-

тодов решения уравнения (10.1), использующих n функционалов
функции f(t) и n2 функционалов функции h(t, τ) оптимальным
по порядку по точности на классах функций F (f, g ∈ F =
B∗r,γ([0, T ])) и H (h ∈
∈ H = A([0, T ]2)) является проекционный метод (10.2).

10.2. Приближенное решение многомерных
слабосингулярных интегральных уравнений Вольтерра

В этом пункте будем рассматривать интегральные уравнения
вида

Kx ≡ x(t1, . . . , tl)+
138



+
tl∫
0

· · ·
t1∫
0

h(t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl)g(t1−τ1, . . . , tl−τl)x(τ1, . . . , τl)dτ1 · · · dτl =

= f(t1, . . . , tl), (10.3)

где 0 ≤ t1, . . . , tl ≤ T, h(t1, . . . , tl, τ1, . . . , τl) и f(t1, . . . , tl) − функ-
ции, имеющие частные производные до s-го порядка, слабосингу-
лярные ядра g(t1 − τ1, . . . , tl − τl) могут иметь вид

g(t1, . . . , tl) = t
r1+α1
1 · · · trl+αll (10.4)

или вид
g(t1, . . . , tl) = (t

2
1 + · · ·+ t2l )r+α. (10.5)

Для простоты изложения полагаем ri = r и αi = α, i = 1, 2, . . . , l.
Остановимся вначале на гладкости решений уравнений вида

(10.3) с ядрами (10.4) и (10.5). Повторяя рассуждения, проведен-
ные в [56], можно показать, что если ядро g имеет вид (10.4) и
f ∈ Q∗r,γ(Ω,M), то решение x(t1, . . . , tl) уравнения (10.3) принадле-
жит классу функций Q∗r,γ(Ω,M) с γ = s−r−α. В случае, когда ядро
g имеет вид (10.5) и f ∈ Q∗∗r,γ(Ω,M), решение x(t1, . . . , tl) уравнения
(10.3) принадлежит классу функций Q∗∗r,γ(Ω,M) с γ = s− r − α.
Приступим теперь к построению и обоснованию вычислитель-

ной схемы приближенного решения уравнения (10.3). Так как вы-
числительные схемы строятся и обосновываются для ядер (10.4)
и (10.5) одинаковым образом, то остановимся на случае урав-
нения (10.3) с ядром (10.4). Приближенное решение будем ис-
кать в виде сплайна x∗s(t1, . . . , tl) с неизвестными значениями
x∗s(ξki1, . . . , ξ

k
il
), (ξki1, . . . , ξ

k
il
) ∈

∈ ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N − 1, в узлах сетки, построение кото-
рого описано при доказательстве теоремы 4.3 в гл. I. Значения
x∗s(ξki1, . . . , ξ

k
il
)
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определяются из системы линейных алгебраических уравнений

KNx
∗
s ≡ Ps

x∗s(t) +
tl∫
0

· · ·
t1∫
0

P τs [h(t, τ)]g(t− τ)x∗s(τ)dτ
 = Ps[f(t)].

(10.6)
Здесь Ps − оператор проектирования на множество локальных

сплайнов вида x∗s(t1, . . . , tl). Обоснование вычислительной схемы
(10.6) проводится так же, как в одномерном случае. Повторяя рас-
суждения, проведенные в пункте 10.1, убеждаемся, что начиная с
достаточно больших n0 (N ≥ n0), система уравнений (10.6) одно-
значно разрешима и справедлива оценка

‖x̃∗ − x̃∗s‖C ³ m(n, v),
где x̃∗ и x̃∗s− решения уравнений (10.3) и (10.6) соответственно,
числовая функция m(n, v) введена в теореме 4.3 гл. I.
Следовательно, учитывая теорему 4.3 гл. I, приходим к следую-

щему утверждению
Теорема 10.5 [53]. Среди всевозможных приближенных ме-

тодов решения уравнения (10.3), использующих n функционалов
функции f(t1, . . . , tl) и n2 функционалов функции h(t1, . . . , tl; τ1, . . . , τl)
оптимальным по порядку по точности на классах функций
F (f, g ∈
∈ F = Q∗r,γ([0, T ]l,M)) и H (h ∈ H = A([0, T ]2l)) является про-
екционный метод (10.6), имеющий точность ‖x̃∗ − x̃∗s‖C ³ m(n, v),
где x̃∗ и x̃∗s− решения уравнений (10.3) и (10.6), соответственно.
Теоремы для классов Q∗∗r,γ([0, T ]l,M), B∗r,γ([0, T ]l) и B∗∗r,γ([0, T ]l)

доказываются подобным образом, на основе теорем 4.4 − 4.6 гл. I.
Предварительно введем класс функций A(Ω).
Определение 10.1. Пусть Ω = [0, T ]l, l = 1, 2, . . . , . Функция

f(t1, . . . , tl) принадлежит классу A(Ω), если выполнены условия:∣∣∣∣∣∣∂
|v|f(t1, . . . , tl)
∂tv11 · · · ∂tvll

∣∣∣∣∣∣ ≤M |v||v||v|, при 0 ≤ |v| ≤ ∞,
где константа M не зависит от |v|.
Теорема 10.6 [53]. Среди всевозможных приближенных ме-

тодов решения уравнения (10.3), использующих n функционалов
функции f(t1, . . . , tl) и n2 функционалов функции h(t1, . . . , tl; τ1, . . . , τl)
оптимальным по порядку по точности на классах функций

F1 (f, g ∈ Q∗∗r,γ([0, T ]l,M), h ∈ A([0, T ]2l)),
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F2 (f, g ∈ B∗r,γ([0, T ]l), h ∈ A([0, T ]2l)),
F3 (f, g ∈ B∗∗r,γ([0, T ]l), h ∈ A([0, T ]2l))

является проекционный метод (10.6). При этом справедивы оценки
точности нахождения приближенного решения

‖x̃∗ − x̃∗s‖C ≤ A


n−s/l, в случае класса F1;
n−(r+1−γ)/(l−1), в случае класса F2
2
−n(r+1−γ)

2l−1 , в случае класса F3

где x̃∗ и x̃∗s− решения уравнений (10.3) и (10.6) соответственно.
Замечание. В работе [166] построены алгоритмы решения

многомерных интегральных уравнений Вольтерра на многопро-
цессорных компьютерах.
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ГЛАВА III

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ СИНГУЛЯРНЫХ
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

1. О гладкости решений сингулярных интегральных
уравнений

Рассматривается связь между гладкостью коэффициентов и
правых частей сингулярных интегральных уравнений различных
типов и гладкостью их решений. Результаты, приведенные в этом
параграфе, ранее были опубликованы в работе автора [28].

1.1. Интегральные операторы на классах гладких
функций

Лемма 1.1. Если h(t, τ) ∈ Hαα, то оператор

Kx =
2π∫
0

(h(t, τ)− h(t, t))
∣∣∣∣∣ctgτ − t2

∣∣∣∣∣
η

x(τ) dτ, 0 ≤ η < 1,

переводит каждую ограниченную функцию в функцию, принадле-
жащую классу Hα (0 < α ≤ 1).
Обозначим через Z класс функций, таких, что |f(x+ δ)− f(x)| ≤

≤ Aδ|ln |δ||, δ > 0.
Лемма 1.2. Пусть x ∈ Hα (0 < α ≤ 1), 0 < η < 1. Тогда

функция v(t), v(t) =
2π∫
0
x(τ)

∣∣∣ctgτ−t2 ∣∣∣η dτ принадлежит при α = η
пространству Z, а при α 6= η− пространству Hγ, причем γ = 1
при α > η и γ = α + 1− η при α < η.
Лемма 1.3. Пусть интегральное уравнение

Hx ≡ x(t) +
2π∫
0

h(t, τ)

∣∣∣∣∣ctgτ − t2
∣∣∣∣∣
η

x(τ) dτ = f(t), 0 ≤ η < 1,

где h(t, τ), f(t) ∈ Hα (0 < α ≤ 1), имеет единственное решение
x∗(t). Тогда x∗(t) ∈ Hα.
Лемма 1.4. Пусть интегральное уравнение Hx = f , где

h(t, τ) ∈ W r,rHα,α, f(t) ∈ W rHα, имеет единственное решение x∗(t).
Тогда x∗(t) ∈ W rHα.
Доказательство леммы 1.1 проводится по аналогии с дока-

зательством леммы 1.41 из монографии [121]. Пусть |x(t)| ≤ A.
Обозначим через v(t) оператор (Hx)(t). Тогда

|v(t+ δ)− v(t)| ≤ I1 + I2 + I3 =
∫
r1

|h(t+ δ, τ)− h(t+ δ, t+ δ)|×
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×
∣∣∣∣∣ctgτ − t− δ2

∣∣∣∣∣
η

|x(τ)| dτ +
∫
r2

|h(t, τ)− h(t, t)|
∣∣∣∣∣ctgτ − t2

∣∣∣∣∣
η

|x(τ)| dτ+

+

∣∣∣∣∣
∫
∆

[
(h(t+ δ, τ)− h(t+ δ, t+ δ))

∣∣∣∣∣ctgτ − t− δ2

∣∣∣∣∣
η

−

−(h(t, τ)− h(t, t))
∣∣∣∣∣ctgτ − t2

∣∣∣∣∣
η]
x(τ) dτ

∣∣∣∣∣, (1.1)

где r1 = |τ − t− δ| ≤ 3δ, r2 = |τ − t| ≤ 3δ, ∆ = 2π \ (r1 ∩ r2).
Слагаемые I1 и I2 оцениваются одинаково

I1 + I2 ≤ Aδ1+α−η‖x‖C . (1.2)

Для оценки I3 представим это выражение в виде

I3 = I4 + I5 + I6 =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆

(h(t+ δ, τ)− h(t, τ))
∣∣∣∣∣ctgτ − t2

∣∣∣∣∣
η

x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆

(h(t+ δ, t+ δ)− h(t, t))
∣∣∣∣∣ctgτ − t2

∣∣∣∣∣
η

x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆

(h(t+ δ, τ)−

−h(t+ δ, t+ δ))
(∣∣∣∣∣ctgτ − t− δ2

∣∣∣∣∣
η

−
∣∣∣∣∣ctgτ − t2

∣∣∣∣∣
η)
x(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣∣ . (1.3)

Нетрудно видеть, что

I4 + I5 ≤ Aδα‖x‖C . (1.4)

Переходя к оценке третьего слагаемого, заметим, что

|h(t+δ, τ)−h(t+δ, t+δ)| ≤ Amin
k
|τ−t−δ−2kπ|α (k = 0, 1). (1.5)

На сегменте ∆1 = [t+ 3δ, t+ π] справедливо неравенство

|
∣∣∣∣∣ctgτ − t− δ2

∣∣∣∣∣
η

−
∣∣∣∣∣ctgτ − t2

∣∣∣∣∣
η

| =
∣∣∣∣∣
(
ctg
τ − t− δ
2

)η
−
(
ctg
τ − t
2

)η∣∣∣∣∣ ≤
≤ ηδ2

−1 |cos((τ − t− δ)/2)|η−1∣∣∣sin1+η((τ − t− δ)/2)∣∣∣ . (1.6)

На сегменте ∆2 = [t + π, t + π + δ] функции ctgτ−t−δ2 и ctgτ−t
2

имеют разные знаки и поэтому∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ctgτ − t− δ2

∣∣∣∣∣
η

−
∣∣∣∣∣ctgτ − t2

∣∣∣∣∣
η∣∣∣∣∣ ≤

{∣∣∣∣∣ctgτ − t− δ2

∣∣∣∣∣
η

+

∣∣∣∣∣ctgτ − t2
∣∣∣∣∣
η}
. (1.7)
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На сегменте ∆3 = [t + π + δ, t + 2π − 2δ] оценка проводится
аналогично (1.6).
Из неравенств (1.5) − (1.7) следует, что

I6 ≤ Aδ‖x‖C

∫
∆1

|τ − t− δ|α dτ
cos1−η((τ − t− δ)/2) sin1+η((τ − t)/2)+

+
∫
∆2

|τ − t− δ|α
(∣∣∣∣∣ctgτ − t− δ2

∣∣∣∣∣
η

+

∣∣∣∣∣ctgτ − t2
∣∣∣∣∣
η)
dτ

 ≤ Aδα+1−η‖x‖C .
(1.8)

Из оценок (1.1) − (1.4) и (1.8) следует, что
|v(t+ δ)− v(t)| ≤ A6δα‖x‖C .

Доказательство леммы 1.2 повторяет доказательство преды-
дущей леммы. Очевидно,

|v(t+ δ)− v(t)| =
∣∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

(x(τ)− x(t))
[∣∣∣∣∣ctgτ − t− δ2

∣∣∣∣∣
η

−
∣∣∣∣∣ctgτ − t2

∣∣∣∣∣
η]
dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∫
r

|x(τ)− x(t)|
∣∣∣∣∣ctgτ − t− δ2

∣∣∣∣∣
η

dτ +
∫
r

|x(τ)− x(t)|
∣∣∣∣∣ctgτ − t2

∣∣∣∣∣
η

dτ+

+

∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆

(x(τ)− x(t))
[∣∣∣∣∣ctgτ − t− δ2

∣∣∣∣∣
η

−
∣∣∣∣∣ctgτ − t2

∣∣∣∣∣
η]
dτ

∣∣∣∣∣∣∣ = J1 + J2 + J3,
(1.9)

где r = {τ : |τ − t| ≤ 4δ}, ∆ = [0, 2π] \ r.
Нетрудно видеть, что

J1 + J2 ≤ A1δα+1−η. (1.10)

Введем обозначения ∆1 = [t+ 4δ, t+ π], ∆2 = [t+ π, t+ 2π − 4δ],
∆3 = [t+ π + δ, t+ 2π − 4δ]. Тогда

J3 ≤
∣∣∣∣∣∣∣

∫
∆1∪∆2∪∆3

(x(τ)− x(t))
[∣∣∣∣∣ctgτ − t− δ2

∣∣∣∣∣
η

−
∣∣∣∣∣ctgτ − t2

∣∣∣∣∣
η]
dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆1

(·)dτ
∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆2

(·)dτ
∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆3

(·)dτ
∣∣∣∣∣∣∣ = J4 + J5 + J6. (1.11)
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Оценим каждое слагаемое в отдельности

J4 + J6 ≤ A2
∫
∆1

|τ − t|α
∣∣∣∣∣ctgη τ − t− δ2

− ctgη τ − t
2

∣∣∣∣∣ dτ ≤

≤ A3δ
∫
∆1

|τ − t|α
∣∣∣∣∣cos1−η τ − t− δ2

sin1−η
τ − t
2

∣∣∣∣∣
−1
dτ ≤

≤

Aδ|ln |δ||, если η = α,
Aδα+1−η, если α < η,
Aδ, если α > η;

(1.12)

J5 =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆2

(x(τ)− x(t))
[∣∣∣∣∣ctgτ − t− δ2

∣∣∣∣∣
η

+

∣∣∣∣∣ctgτ − t2
∣∣∣∣∣
η]
dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Aδα+1−η.
(1.13)

Из неравенств (1.9) − (1.13) следует справедливость леммы.
Доказательство леммы 1.3. Представим уравнение Hx = f

в виде

x(t)+
2π∫
0

(h(t, τ)−h(t, t))
∣∣∣∣∣ctgτ − t2

∣∣∣∣∣
η

x(τ) dτ+h(t, t)
2π∫
0

x(τ)

∣∣∣∣∣ctgτ − t2
∣∣∣∣∣
η

dτ =

= f(t).

Из леммы 1.41 монографии [121] следует, что решение x∗(t) урав-
нения Hx = f принадлежит классу Hv, v = min(α, 1 − η). Если
α > 1 − η, то лемма доказана. Предположим, что α ≤ 1 − η. Из
леммы 1.1 следует, что оператор

2π∫
0
(h(t, τ)−h(t, t)) ∣∣∣ctgτ−t

2

∣∣∣η dτ ото-
бражает класс функций Hv в Z. Повторяя рассуждения, сделанные
при доказательстве леммы 1.2, убеждаемся в том, что оператор
2π∫
0
x(τ)

∣∣∣ctgτ−t
2

∣∣∣η dτ отображает класс функций Hv в Z при η = 1/2
или в Hv1 при η 6= 1/2. Здесь v1 = 2(1 − η), если 1 − η < η, и
v1 = 1, если 1− η > η. Если окажется, что v1 ≥ α, то лемма дока-
зана. В противном случае для завершения доказательства нужно
повторить (возможно, несколько раз) предыдущие рассуждения,
полагая уже, что x ∈ Hv1.
Доказательство леммы 1.4. Лемма 1.4 является частным

случаем доказываемой ниже теоремы 1.2.

1.2. О гладкости решений сингулярных интегральных
уравнений на замкнутых контурах
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Рассмотрим сингулярные интегральные уравнения (с. и. у.)

Kx ≡ a(t)x(t) + b(t) (Sγx) (t) + Uγ
(
h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)) = f(t),

(1.14)
где

Sγx =
1

πi

∫
γ

x(τ) dτ

τ − t , Uγ(hx) =
1

2πi

∫
γ

h(t, τ)x(τ) dτ, 0 ≤ η < 1.

Оператору K поставим в соответствие характеристический опе-
ратор K0x = ax+ bSγx.
Исследование гладкости решений уравнений вида (1.14) будем

проводить в банаховых пространствах Hβ (0 < β < 1) с нормой
‖x‖Hβ =M(x)+H(x; β) = maxt∈γ |x(t)|+supt1 6=t2(|x(t1)−x(t2)|/|t1−
t2|β).
Теорема 1.1. Пусть a, b, h, f ∈ Hα (0 < α < 1), уравнение (1.14)

нормального типа, индекс оператора K0 равен нулю, а оператор
K непрерывно обратим в пространстве Hβ (0 < β ≤ α). Тогда
единственное решение x∗(t) уравнения (1.14) принадлежит классу
Hα.
Следствие. Если выполнены условия теоремы, то оператор K,

действующий на Hα в Hα, непрерывно обратим.
Теорема 1.2. Пусть a(t), b(t), f(t) ∈ W rHα, h(t, τ) ∈ W r,rHα,α,

(0 < α < 1), уравнение (1.14) нормального типа, индекс оператора
K0 равен нулю и оператор K непрерывно обратим в пространстве
Hβ (0 < β ≤ α). Тогда решение x∗(t) уравнения (1.14) принадле-
жит пространству W rHα.
Доказательство теоремы 1.1. Известно [121], что при сделан-

ных предположениях оператор K0 является линейным оператором,
действующим из Hβ в Hβ при любых β (0 < β ≤ α) и при всех
указанных значениях β оператор K0 непрерывно обратим. Пока-
жем, что

∥∥∥∥(K0)−1∥∥∥∥
Hβ
≤ A при 0 < β1 < β ≤ α, где A − константа,

не зависящая от β. В монографии [125] показано, что

(
K0
)−1
f = a(t)f(t)− b(t)

πi

∫
γ

f(τ) dτ

Z(τ)(τ − t) ,

где

Z(t) = Γ(t), Γ(t) =
1

2πi

∫
γ

ln

a(τ)− b(τ)
a(τ) + b(τ)

 dτ
τ − t.
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Известно, что ‖Sf‖Hβ ≤ A‖f‖Hβ и ‖a(t)f(t)‖Hβ ≤ ‖a(t)‖Hβ‖x(t)‖Hβ .
Поэтому

∥∥∥∥(K0)−1∥∥∥∥ ≤ A.
Уравнение (1.14) можно представить в виде

x(t) =
(
K0
)−1
f(t)− (K0)−1 Uγ (h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)) .

Учитывая свойства оператора
(
K0
)−1

и повторяя рассуждения
леммы 1.3, убеждаемся в справедливости включения x∗(t) ∈ Hα.
Доказательство следствия. Так как оператор K ∈ [Hβ, Hβ]

непрерывно обратим, то каждой функции f ∈ Hβ ставится в со-
ответствие единственное в пространстве Hβ решение уравнения
(1.14). Это решение будет единственным и в пространстве Hα. Ли-
нейный оператор K взаимно однозначно отображает Hα на Hα, и,
следовательно, по теореме Банаха он непрерывно обратим.
Доказательство теоремы 1.2. Вначале докажем теорему при

r = 1. Для простоты перейдем к с. и. у. с ядром Гильберта

a(s)x∗(s) +
b(s)

2π

2π∫
0

x∗(σ)ctg
σ − s
2
dσ+

2π∫
0

h(s, σ)

∣∣∣∣∣ctgσ − s2
∣∣∣∣∣
η

x∗(σ) dσ =

= f(s), (1.15)

которое можно представить в виде

Fx∗ = a(s)x∗(s) +
b(s)

2π

2π∫
0

x∗(σ + s)ctg
σ

2
dσ+

+
2π∫
0

h(s, σ + s)

∣∣∣∣∣ctgσ2
∣∣∣∣∣
η

x∗(σ + s) dσ = f(s).

Пусть h (h > 0) − произвольное вещественное число. Тогда,
введя обозначение x∗h(s) = (x∗(s+ h)− x∗(s)) /h, перепишем то-
ждество:

h−1((Fx∗) (s+ h)− (Fx∗) (s)) = h−1(f(s+ h)− f(s)),
в виде

a(s)x∗h(s)+
b(s)

2π

2π∫
0

x∗h(σ)ctg
σ − s
2
dσ+

2π∫
0

h(s, σ)

∣∣∣∣∣ctgσ − s2
∣∣∣∣∣
η

x∗h(σ) dσ =

=
1

h

(f(s+ h)− f(s))− (a(s+ h)− a(s))x∗(s+ h)−
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−(b(s+ h)− b(s)) 1
2π

2π∫
0

x∗(σ + h)ctg
σ − s
2
dσ−

−
2π∫
0

(h(s+ h, σ + s+ h)− h(s, σ + s))
∣∣∣∣∣ctgσ2

∣∣∣∣∣
η

x∗(σ + s+ h) dσ

 .
(1.16)

Обозначим правую часть равенства (1.16) через ϕh и покажем,
что при h → 0 последовательность функций ϕh в метрике про-
странства Hβ (0 < β < α) сходится к функции

ϕ(s) = f ′(s)− a′(s)x∗(s)− b
′(s)
2π

2π∫
0

x∗(σ)ctg
σ − s
2
dσ−

−
2π∫
0

(h′s(s, σ) + h
′
σ(s, σ))

∣∣∣∣∣ctgσ − s2
∣∣∣∣∣
η

x∗(σ) dσ.

При этом достаточно ограничиться доказательством справедли-
вости соотношения lim

h→0 ‖h
−1(f(s+h)−f(s))−f ′(s)‖Hβ = 0. Нетруд-

но видеть, что |(f(s+ h)− f(s))/h− f ′(s)| ≤ Ahα/(1 + α).
Для оценкиH

(
h−1(f(s+ h)− f(s))− f ′(s); β) введем произволь-

ное δ (δ > 0) и рассмотрим две возможности: 1) h ≤ δ и 2) h > δ.
Простые выкладки приводят к неравенству

J =

∣∣∣∣∣∣f(s+ h+ δ)− f(s+ δ)h
− f ′(s+ δ)−

f(s+ h)− f(s)
h

− f ′(s)
∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣h−1
s+δ+h∫
s+δ

(f ′(v)− f ′(s+ δ)) dv − h−1
s+δ+h∫
s+δ

(f ′(v − δ)− f ′(s)) dv
∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣∣∣h−1

s+δ+h∫
s+δ

(f ′(v)− f ′(s+ δ)− f ′(v − δ) + f ′(s)) dv
∣∣∣∣∣∣∣ .

В первом случае

J = 2Ah−1
s+δ+h∫
s+δ

|v− s− δ|α dv = 2Ahα(1+α)−1 ≤ 2Aδβhα−β/(1+α),

а во втором

J ≤ 2Ah−1
s+δ+h∫
s+δ

δα dv = 2Aδα ≤ 2Aδβhα−β.
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Из полученных неравенств следует, что

lim
h→0 ‖h

−1(f(s+ h)− f(s))− f ′(s)‖Hβ = 0.
Аналогичным образом доказывается, что lim

h→0 ‖ϕh − ϕ‖ = 0.
Так как f ∈ W 1Hα, то при всех значениях h (h 6= 0) fh ∈ Hα.

Из теоремы 1.1 следует, что x∗ ∈ Hα. Поэтому можно сделать
вывод о принадлежности функции ϕh пространствуHα. Из условий
теоремы следует, что и функция ϕ ∈ Hα.
Зафиксируем произвольное значение β (0 < β < α). Так как

оператор F непрерывно обратим в пространстве Hβ, то уравнение
(1.16) однозначно разрешимо при любом h 6= 0 и, следовательно,
x∗h ∈ Hβ. Так как ϕh сильно сходится к функции ϕ по метрике
пространства Hβ, то x∗h сильно сходится к решению x∗′ уравнения
Kx = ϕ, которое принадлежит Hα. Таким образом, справедливо
соотношение lim

h→0 ‖x
∗
h−x∗′‖Hβ = 0, которое доказывает, что функция

x∗′ является производной решения x∗ уравнения Kx = f . Так как
x∗′ ∈ Hα, то доказательство теоремы при r = 1 завершено.
Перейдем к рассмотрению случая, когда r ≥ 2. Доказательство

проведем по индукции. Продифференцируем выражение (1.15) по
s и представим результат в виде

a(s)x∗′(s)+
b(s)

2π

2π∫
0

x∗′s (σ+s)ctg
σ

2
dσ+

2π∫
0

h(s, σ+s)|ctgσ
2
|ηx∗′s (σ+s) dσ =

= F (s), (1.17)
где

F (s) = f ′(s)− a′(s)x∗(s)− b
′(s)
2π

2π∫
0

x∗(σ + s)ctg
σ

2
dσ−

−
2π∫
0

[h′1(s, σ + s) + h
′
2(s, σ + s)] |ctg

σ

2
|ηx∗(σ + s) dσ,

h′i(s, σ + s) − производная по i-й переменной (i = 1, 2) функции
h(u1, u2).
Воздействуем на обе части равенства (1.17) оператором ∆h,

определяемым по формуле∆hf(x) =
f(x+h)−f(x)

h
. Так как∆h[f(x)g(x)] =

= ∆f(x)g(x + h) + f(x)∆g(x), то выражение (1.17) после воздей-
ствия на него оператором ∆h примет вид

a(s)∆hx
∗′(s) +

b(s)

2π

2π∫
0

∆hsx
∗′
s (σ + s)ctg

σ

2
dσ+
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+
2π∫
0

h(s, σ + s)|ctgσ
2
|η∆hsx∗′s (σ + s) dσ = Gh(s), (1.18)

где

Gh(s) = ∆hF (s)−(∆ha(s))x∗′(s+h)+∆hb(s)
2π

2π∫
0

x∗′s (σ+s+h)ctg
σ

2
dσ−

−
2π∫
0

(∆hh(s, σ + s))|ctgσ
2
|ηx∗′s (σ + s+ h) dσ.

Так как a, b ∈ W 2Hα, h(s, σ) ∈ W 2,2Hα,α и x∗′ ∈ Hα, то функция
Gh(s) принадлежит пространству Hα и сходится по норме про-
странства Hβ (0 < β < α) к функции

G(s) = F ′(s)− a′(s)x∗′(s)− b
′(s)
2π

2π∫
0

x∗′(σ + s)ctg
σ

2
dσ−

−
2π∫
0

(h′1(s, σ + s) + h
′
2(s, σ + s))|ctg

σ

2
|ηx∗′s (σ + s) dσ.

Из условий теоремы следует, что уравнение (1.18) однозначно
разрешимо и ∆hx∗′(s) ∈ Hβ (0 < β ≤ α). Рассмотрим уравнение

a(s)z(s)+
b(s)

2π

2π∫
0

z(σ+s)ctg
σ

2
dσ+

2π∫
0

h(s, σ+s)|ctgσ
2
|ηz(σ+s) dσ = G(s).

Так как оператор K непрерывно обратим в пространстве Hα,
то z ∈ Hα. Зафиксируем теперь произвольное β (0 < β < α). В
пространстве Hβ оператор K непрерывно обратим и Gh(s) силь-
но сходится к G(s). Поэтому в этом пространстве ∆hx∗′(s) силь-
но сходится к функции z(s) ∈ Hα. Следовательно, функция x∗(s),
являющаяся решением уравнения (1.14), имеет вторую производ-
ную, принадлежащую классу Hα. В случае r = 2 теорема доказана.
Аналогичным образом доказывается справедливость теоремы при
r = 3, 4, . . ..

2. Приближенное решение линейных сингулярных
интегральных уравнений на замкнутых контурах

интегрирования (обоснование в пространствах Гельдера)
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Исследуем приближенные методы решения с. и. у. следующих
видов:

Kx ≡ a(t)x(t) + b(t)Sγ(x) + Uγ
(
h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)) = f(t), (2.1)

Lx ≡ a(t)x(t) + Sγ(h(t, τ)x(τ)) = f(t), (2.2)

где функции a, b, f ∈ Hα, h ∈ Hαα, 0 < α ≤ 1.
Здесь γ − единичная окружность с центром в начале коорди-

нат; обозначения Sγx, Uγ(hx) приведены в § 1. Ниже используется
функция

ψ(z) = exp

 12πi
∫
γ

lnG(τ)

τ − z dτ
 ,

где G(t) = a(t)−b(t)
a(t)+b(t)

в случае уравнения (2.1) и G(t) = a(t)−h(t,t)
a(t)+h(t,t)

в
случае уравнения (2.2).
Обоснование вычислительных схем будем проводить в про-

странстве X = Hβ, состоящем из функций, удовлетворяющих
условию Гельдера Hβ с нормой

‖x‖ =M(x)+H(x, β) = max |x(t)|+supt1 6=t2|xt1−xt2|/|t1−t2|β, t, t1, t2 ∈ γ
и его подпространстве Xn, состоящем из полиномов вида

n∑
k=−n

αkt
k.

Через Pn обозначен оператор, отображающий пространство X на
множество интерполяционных полиномов степени n по узлам tk =
eisk ,
sk = 2kπ/(2n+ 1), k = 0, 1, . . . , 2n.
Приближенное решение уравнения (2.1) ищем в виде полинома

xn(t) =
n∑

k=−n
αkt

k, (2.3)

коэффициенты {αk} которого определяются из системы линейных
алгебраических уравнений, которая в операторной форме имеет
вид

Knxn ≡ Pn[a(t)xn(t) + b(t)Sγ(xn) + Uγ
(
P (nτ)[h(t, τ)d(t, τ)xn(τ)]

)
] =

= Pn[f(t)]. (2.4)

Здесь

d(t, τ) =

 |τ − t|−η, если |σ − s| ≥ 2π
2n+1 ,

|ei 2π2n+1 − 1|−η, если |σ − s| < 2π
2n+1 ;
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τ = eiσ, t = eis.
Теорема 2.1 [11], [17]. Пусть функции a, b, f ∈ Hα, h ∈ Hαα,

(0 < α ≤ 1) и оператор K непрерывно обратим в простран-
стве Гельдера X = Hβ (0 < β < α). Тогда при n таких, что
q = An−ξ lnn < 1
(ξ = min(α− β, 1− η− β, β)), система уравнений (2.4) имеет един-
ственное решение x∗n и справедлива оценка ‖x∗ − x∗n‖ < An−ξ lnn,
где
x∗ − решение уравнения (2.1).
Полученная в предыдущей теореме оценка погрешности зави-

сит от константы η. Построим вычислительную схему, оценка по-
грешности которой зависит только от гладкости функций a, b, h, f .
Приближенное решение уравнения (2.1) будем искать в виде по-
линома (2.3), коэффициенты которого определяются из системы
уравнений, представимых в операторной форме выражением

Knxn ≡ Pn [a(t)xn(t) + b(t)Sγ (xn(τ))+

+
2n∑
k=0

h(t, tk)xn(tk)

t′k+1∫
t′k

|τ − t|−η dτ
]
= Pn[f(t)], (2.5)

где tk = eisk , sk = 2kπ/(2n+ 1), t′k = es
′
k , s′k = (sk + sk+1)/2, k =

= 0, 1, . . . , 2n.
Теорема 2.2 [28]. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. То-

гда среди всевозможных приближенных методов решения уравне-
ния (2.1), использующих n значений функций a, b, f и n2 значе-
ний функции h, оптимальным по порядку на классе Hα является
метод, описываемый вычислительной схемой (2.3), (2.5). Погреш-
ность этого метода равна ‖x∗ − x∗n‖ = O(n−(α−β) lnn), где x∗ и x∗n− решения уравнений (2.1) и (2.5), соответственно.
Предположим теперь, что коэффициенты и правая часть урав-

нения (2.1) удовлетворяют условиям a(t), b(t), f(t) ∈ W r, h(t, τ) ∈
W r,r. Аппроксимируем функцию G(t) сплайном G̃n(t) степени r де-
фекта 1 по равномерному разбиению tk = exp{2kπ/n}. Эти сплай-
ны подробно описаны в книге [100].
Приближенное решение уравнения (2.1) будем искать в виде по-

линома (2.3), коэффициенты {αk} которого определяются из систе-
мы линейных алгебраических уравнений

K∗nxn ≡ Pn[a(t)xn(t) + b(t)Sγ(x(τ)) + Uγ[Sτn[h(t, τ)]xn(τ)|τ − t|−η]] =
= Pn[f(t)], (2.6)
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где S(nτ)[h(t, τ)] − сплайн порядка r дефекта 1 по переменной τ и по
равномерному разбиению, интерполирующий функцию h(eis, eiσ) в
узлах sk +

(
1 + (−1)r+1) π/2n, sk = 2kπ/n, k = 0, 1, · · · , n.

Теорема 2.3 [28]. Пусть оператор K непрерывно обратим в
пространстве X и a, b, f ∈ W rHα, h ∈ W r,rHαα, r = 1, 2, . . . , 0 <
α < 1;
тогда среди всевозможных алгоритмов решения уравнения (2.1),
использующих n значений функций a, b, f и n2 значений функции
h, оптимальной по порядку является вычислительная схема (2.3),
(2.6). Погрешность этой вычислительной схемы равна ‖x∗ − x̃∗n‖ ≤
≤ O(n−(r+α−β) lnn), где x∗ и x̃∗n − решения уравнений (2.3) и (2.6),
соответственно.
Приближенное решение уравнения (2.2) ищется в виде полино-

ма (2.3), коэффициенты {αk} которого определяются из системы
линейных алгебраических уравнений

Lnxn ≡ Pn[a(t)xn(t) + Sγ (P τn [h(t, τ)]xn(τ))] = Pn[f(t)]. (2.7)

Теорема 2.4 [11], [17]. Пусть оператор L непрерывно обратим.
Тогда при n таких, что q = O

(
nβ ln2 n (En(ψ(t)) + E

t
n(h) + E

τ
n(h))

)
<

< 1, система (2.7) имеет единственное решение x∗n и справедливо
неравенство ‖x∗ − x∗n‖ ≤ O(q+En(f)), где x∗ − решение уравнения
(2.2), ψ(t) = exp{Γ(t)},

Γ(t) =
1

2πi

∫
γ

ln

a(τ)− b(τ)
a(τ) + b(τ)

 dτ
τ − t.

Пусть приближенное решение уравнения (2.2) ищется в виде по-
линома (2.3), коэффициенты {αk} которого определяются из систе-
мы линейных алгебраических уравнений

L̃nxn ≡ P n
a(t)xn(t) + 1

πi

∫
γ

P τn

h(t, τ)xn(τ)
τ − t

 dτ
 = P n[f(t)], (2.8)

где P n− оператор проектирования на множество интерполяци-
онных тригонометрических полиномов степени n по узлам t′k =
es
′
k , s′k = (sk +
+sk+1)/2, k = 0, 1, . . . , 2n, sk = 2kπ/(2n+ 1), k = 0, 1, . . . , 2n+ 1.
Теорема 2.5 [11], [17]. Пусть оператор L непрерывно обратим.

Тогда при n таких, что q = O
(
(En(ψ(t)) + E

τ
n(h)) ln

2 n
)
< 1 систе-

ма уравнений (2.8) имеет единственное решение x∗n и справедлива
оценка ‖x∗−x∗n‖ ≤ O(q+En(f)), где x∗ − решение уравнения (2.2).
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Построим оптимальные по порядку вычислительные схемы при-
ближенного решения с. и. у. вида (2.2). Приближенное решение
будем искать в виде полинома (2.3), коэффициенты {αk} которого
определяются из системы линейных алгебраических уравнений

L∗nxn ≡ P n[a(t)xn(t) + h(t, t)Sγ(xn(τ))+

+
1

πi

∫
γ

P τn

h(t, τ)− h(t, t)
τ − t

 xn(τ)dτ
 = P n[f(t)]. (2.9)

Теорема 2.6 [28]. Пусть оператор L непрерывно обратим. Сре-
ди всевозможных алгоритмов приближенного решения с. и. у. вида
(2.2), использующих n значений функций a(t), f(t) и n2 значений
функции h(t, τ), оптимальной по порядку является вычислитель-
ная схема (2.3), (2.9) с погрешностью ‖x∗−x∗n‖ = O(En(ψ)+Etn(h)+
Eτn(h) +En(f)) lnn, где x

∗ и x∗n − решения уравнений (2.2) и (2.9).
Доказательство теоремы 2.1. Пусть a(t), b(t), f(t) ∈ Hα,

h(t, t) ∈ Hαα, 0 < α ≤ 1, β < δ = min(α, 1− η).
Поставим в соответствие каждой функции z(t) ∈ Hβ функции

z+(t) и z−(t), аналитические внутри и вне γ соответственно, и
связанные с z(t) формулами Племеля − Сохоцкого: z(t) = z+(t)−
z−(t), S(t) = z+(t) + z−(t).
Повторяя рассуждения, проведенные в [82], [64], можно показать,

что уравнения (2.1) и (2.4) эквивалентны следующим:

K(1)x ≡ V x+Wx = y,
K(1)n xn ≡ Vnxn +Wnxn = yn,

где V x = ψ−x+ − ψ+x−, Wx = lUγ(h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)), l =
ψ−/(a + b), Vnxn = Pn[V xn], yn = Pn[y], y = lf. Wnxn =
Pn[lUγ(P

τ
n [h(t, τ)d(t, τ)x(τ)])].

Для доказательства однозначной разрешимости системы урав-
нений K(1)n xn = yn воспользуемся общей теорией приближенных
методов.
Введем полином ϕn(t) = V̄nxn+Tn[Wxn], где V̄nxn = ψ−n x+n−ψ+n x−n ,

Tn[f ] - полином наилучшего равномерного приближения функции
f тригонометрическими полиномами n-го порядка, ψ±n = Tn[ψ±].
Из конструктивной теории функций следует, что

‖K(1)xn − ϕn‖ ≤ An−(α−β)‖xn‖.
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Оценим теперь

‖PnK(1)xn−K(1)n xn‖ ≤ ‖Pn
l(t)
2πi

∫
γ

h(t, τ)[|τ − t|−η − d(t, τ)]xn(τ)dτ
 ‖+

+‖Pn
l(t)
2π

2π∫
0

h(eis, eiσ)d(eis, eiσ)[xn(σ)− x̄n(σ)]eiσdσ
 ‖+

+‖Pn
l(t)
2π

2n∑
k=0

sk+1∫
sk

[h(eis, eiσ)d(eis, eiσ)eiσ−

−h(eis, eisk)d(eis, eisk)eisk ]x̄n(σ)dσ
] ‖ ≤

≤ A‖xn‖n−ξ lnn,
где ξ = min(α−β, 1−η−β, β), x̄n(σ)− ступенчатая функция, равная
xn(sk) в интервале [sk, sk+1).
Из полученных оценок и общей теории приближенных методов

анализа следует, что при n таких, что q = An−ξ lnn < 1, систе-
ма уравнений K(1)n xn = yn (и, следовательно, система уравнений
(2.4)) имеет единственное решение x∗n и ‖x∗ − x∗n‖ < An−ξ lnn, где
x∗ - решение уравнения K(1)x = y. Так как уравнения K(1)x =
y и (2.4) эквивалентны, то существует оператор K−1n с нормой
‖K−1n ‖ ≤ A lnn. В самом деле, ‖x∗n‖ ≤ ‖[K(1)n ]−1‖‖Pn[lf ]‖ =
‖[K(1)n ]−1‖‖Pn[lPn[f ]]‖ ≤
≤ A‖[K(1)]−1‖‖Pn[f ]‖ lnn.
Теорема доказана.
Доказательство теоремы 2.2. Для простоты обозначений ни-

же положим a(t) + b(t) ≡ 1, G(t) = [
(a(t)− b(t))(a(t) + b(t))−1].

Уравнение (2.1) эквивалентно уравнению

K(2)x ≡ x+(t)−G(t)x−(t) + Uγ
(
h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)) = f, (2.10)

и так как последнее уравнение однозначно разрешимо при любой
правой части, то по теореме Банаха оператор K(2) непрерывно
обратим и ‖K(2)‖ = C1. Аппроксимируем функцию G(t) полигоном
Gn(t), построенным по n равноотстоящим узлам, и рассмотрим
уравнение

K(3)x ≡ x+(t)−Gnx−(t) + Uγ
(
h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)) = f. (2.11)

Это уравнение эквивалентно краевой задаче

Γ(x) ≡ ψ−n (t)x+(t)− ψ+n (t)x−(t) + ψ−n (t)Uγ
(
h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)) =
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= ψ−n (t)f(t), (2.12)

где

ψ±n (z) = exp

 12πi
∫
γ

lnGn(τ)

τ − t dτ
 .

Уравнение (2.12) будем решать методом механических квадра-
тур

Γnxn ≡ Pn
[
ψ−n (t)x

+
n (t)− ψ+n (t)x−n (t)+

+ψ−n (t)
2n∑
k=0

h(t, tk)xn(tk)

t′k+1∫
t′k

|τ − t−η dτ
]
= Pn[ψ

−
n (t)f(t)], (2.13)

где t′k+1 = eis
′
k+1, s′k+1 =

(2k+1)π
2n+1 .

Из неравенства ‖K(2)x − K(3)x‖ ≤ An−(α−β)‖x‖ следует при
n таких, что q = An−(α−β) lnn < 1, непрерывная обратимость
оператора K(3). Легко показать, что ‖Γ−1‖ ≤ ‖[K(3)]−1‖‖(ψn)−1‖.
Метод коллокации для уравнения (2.12) был обоснован при до-
казательстве теоремы 2.1. Из неравенства ‖PnΓxn − Γnxn‖Xn ≤
A
(
n−(α−β) + n−β

)
lnn‖xn‖ следует, что при q = An−ξ lnn < 1, опе-

ратор Γn непрерывно обратим и ‖Γ−1n ‖ ≤≤ ‖Γ−1‖/(1− q).
В § 1 показано, что решение x∗(t) уравнения (2.1) принадлежит

классу Hα. Точно так же можно показать, что решение x̄n урав-
нения (2.12) также принадлежит классу Hα. Так как функция x̄n
является решением уравнения (2.12), то справедливо равенство

Pn[ψ
−
n (t)x̄

+
n (t)−ψ+n (t)x̄−n (t)+ψ−n (t)Uγ

(
h(t, τ)|τ − t|−ηx̄n(τ)

)
] = Pn[y(t)],

y(t) = ψ−n (t)f(t),
которое можно переписать в виде

Pn

ψ−n (t)x̄+n (t)− ψ+n (t)x̄−n (t) + ψ−n (t) 2n∑
k=0

h(t, tk)x̄n(tk)

t′k+1∫
t′k

|τ − t|−ηdτ
 =

= Pn

y(t)− ψ−n (t)
[
Uγ(h(t, τ)|τ − t|−ηx̄n(τ))−

−
2n∑
k=0

h(t, tk)x̄n(tk)

t′k+1∫
t′k

|τ − t|−η dτ
] .
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Вычитая из этого тождества уравнение (2.13) и переходя к нор-
мам, получаем:

‖Γn (x̄n(t)− x̄∗n(t)) ‖ ≤
∥∥∥∥∥∥∥Pn

ψ−(t)[Uγ (h(t, τ)|τ − t|−ηx̄n(τ))−

−
2n∑
k=0

h(t, tk)x̄n(tk)

t′k+1∫
t′k

|τ − t|−η dτ
]
∥∥∥∥∥∥∥∥ = ‖I‖,

где x̄∗n - решение уравнения (2.13).
Обозначим через x̂n полином наилучшего равномерного прибли-

жения степени n к функции x̄n. Тогда

‖Γn (x̂n − x̄∗n)‖ ≤ ‖Γn (x̄n − x̂n)‖+ ‖I‖ ≤ An−(α−β) lnn,
и так как ‖Γ−1n ‖ ≤ A, то ‖x̂n − x̄∗n‖ ≤ An−(α−β) lnn.
Уравнение (2.13) эквивалентно уравнению

K(3)n xn ≡ Pn[x+n (t)−Gn(t)x−n (t) +
2n∑
k=0

h(t, tk)xn(tk)

t′k+1∫
t′k

|τ − t|−ηdτ ] =

= Pn[f(t)]. (2.14)

Воспользовавшись теоремой Крамера, можно показать, что

‖[K(3)n ]−1‖ = A‖Γ−1n ‖ ≤ A‖Γ−1‖/(1− q).
Применяя к уравнению (2.14) теорему Банаха, можно показать,

что при n таких, что q1 = (A lnn)n−α+β‖Γ−1‖/(1− q) < 1, система
уравнений

K(4)n xn ≡ Pn[x+n (t)−G(t)x−n (t) +
2n∑
k=0

h(t, tk)xn(tk)

t′k+1∫
t′k

|τ − t|−ηdτ ] =

= Pn[f(t)] (2.15)

однозначно разрешима и справедлива оценка ‖x̄∗n − x∗n‖ ≤
An−α+β lnn, где x∗n - решение системы уравнений (2.15). Cисте-
ма уравнений (2.15) эквивалентна системе уравнений (2.5), cледо-
вательно, x∗n является также решением уравнения (2.5). Собирая
полученные выше оценки, имеем ‖x∗ − x∗n‖ ≤ An−α+β lnn.
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Из результатов по построению асимптотически оптимальных
квадратурных формул, полученных в монографиях [27], [34], сле-
дует оценка ‖x∗ − x∗n‖ ≥ An−α+β lnn. Из сопоставления двух пре-
дыдущих неравенств делаем вывод о справедливости теоремы.
Доказательство теоремы 2.3. При доказательстве теоремы

2.2 было отмечено, что уравнения (2.1) и (2.10) эквивалентны. Ап-
проксимируем функцию G(t) сплайном G̃n(t) и рассмотрим урав-
нение

K(5)x ≡ x+(t)− G̃n(t)x−(t) + Uγ(h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)) = f. (2.16)
Из оценки ‖G(t)−G̃n(t)‖ ≤ An−(r+α−β) и теремы Банаха следует,

что при n таких, что q = An−(r+α−β) < 1, операторK(5) непрерывно
обратим и ‖[K(5)]−1‖ ≤ ‖[K(2)]−1‖/(1 − q) = A. Уравнение (2.16)
эквивалентно краевой задаче

Mnx ≡ ψ̃−n (t)x+(t)− ψ̃+n (t)x−(t) + ψ̃−n (t)Uγ(h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)) = ỹn,
где

ψ̃±n (z) = exp

 12πi
∫
γ

[ln G̃n(t)](τ − z)−1 dτ
 , ỹn = ψ̃−n (t)f(t).

Метод механических квадратур для уравнения Mnx = ỹn имеет
вид

M∗nxn ≡ Pn[ψ̃−n (t)x+n (t)−ψ̃+n (t)x−n (t)+ψ̃−n (t)Uγ[Sτn[h(t, τ)]xn(τ)|τ−t−η]] =
= Pn[ỹn] (2.17)

Повторяя рассуждения, приведенные при доказательстве преды-
дущей теоремы, можно показать, что из существования линейно-
го оператора [K(5)]−1 следует существование линейного оператора
M−1n с нормой ‖M−1n ‖ ≤ A‖[K(5)]−1‖ = A и что при n таких, что
q1 =
= An(−r+α+β) lnn < 1 оператор M ∗n непрерывно обратим в подпро-
странстве Xn, причем ‖M ∗−1n ‖ ≤ A.
Обозначим через x̄∗n решение уравнения Mnx = ỹn. Из теоремы

Банаха следует ‖x∗ − x̄∗n‖ ≤ An−r−α+β lnn, а из рассуждений §1
вытекает, что x̄∗n ∈ W rHα. Тождество Pn [Mnx̄∗n] = Pn

[
ψ̃−n f

]
можно

переписать в виде

Pn[ψ̃
−
n (t)x̄

∗+
n (t)− ψ̃+n (t)x̄∗−n (t) + ψ̃−n (t)Uγ[Sτn[h(t, τ)]x∗n(τ)|τ − t|−η]] =
= Pn[ỹn(t)− ψ̃−n (t)[Uγ(Dτn[h(t, τ)]x̄∗n(τ)|τ − t|−η)]],
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где Dτn = E − Sτn.
Вычитая из этого тождества уравнение (2.17), имеем:

‖M ∗n (x̄∗n − x̄∗∗n ) ‖ = ‖Pn[ψ̃−n (t)[Uγ(Dτn[h(t, τ)x̄∗n(τ)]|τ − t−η)]]‖ ≤
≤ An−(r+α−β) lnn,

где x̄∗∗n - решение уравнения (2.17).
Пусть x̂∗n − полином наилучшего равномерного приближения

степени n к функции x̄∗n. Нетрудно видеть, что ‖M∗n‖ ≤ A lnn. Сле-
довательно, ‖M ∗n (x̂∗n − x̄∗∗n ) ‖ ≤ ‖M∗n (x̂∗n − x̄∗n) ‖+‖M ∗n (x̄∗n − x̄∗∗n ) ‖ ≤
≤ An−(r+α−β) lnn. Из последнего неравенства вытекает оценка
‖x∗ − x̄∗∗n ‖ ≤ ‖x∗ − x̄∗n‖+ ‖x̄∗n − x̂∗n‖+ ‖x̂∗n − x̄∗∗n ‖ ≤ An−r−α+β lnn.
Точно так же, как и при доказательстве предыдущей теоремы,

можно показать, что при n таких, что q1 = An−r−α+β lnn < 1,
из однозначной разрешимости системы уравнений (2.17) следует
однозначная разрешимость системы уравнений (2.6) и оценка ‖x∗−
x∗n‖ ≤
≤ An−r−α+β lnn, где x∗n− решение системы (2.6).
Теорема доказана.
Доказательство теоремы 2.4. Проведем обоснование мето-

да коллокации для уравнения (2.2). В операторной форме метод
коллокации записывается выражением

L(1)n xn ≡ Pn[a(t)xn(t) + Sγ(h(t, τ)xn(τ))] = Pn[f(t)]. (2.18)

Уравнения (2.2) и (2.18) эквивалентны краевым задачам

Z(1)x ≡ V x+Wx = y и Z(1)n xn ≡ Vnxn +Wnxn = yn,
где

V x = ψ−x+−ψ−x, Wx = ψ−Sγ((h(t, τ−h(t, t))x), Vnxn = Pn[V xn],

Wnxn = Pn[Wxn], y = ψ
−f, yn = Pn[y], G(t) =

a(t)− b(t)
a(t) + b(t)

,

b(t) = h(t, t), ψ(z) = exp

 12πi
∫
γ

(lnG(τ))(τ − z)−1 dτ
 .

Введем полином

ϕn(t) = V
∗
n xn + T[n/3][ψ

−(t)]Sγ((h̃(t, τ)− h̃(t, t))xn(τ)),
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где V ∗n xn = ψ−n x+n − ψ+n x−n , ψn = Tn(ψ), h̃(t, τ) = T t[n/3]T τ[n/3][h(t, τ)],
через Tn(ψ) обозначен полином наилучшего равномерного при-
ближения степени n к функции ψ. Очевидно, ‖Vnxn − V xn‖ ≤
A‖xn‖En(ψ)nβ. Так как ‖h(t, τ)−h̃(t, τ)‖ ≤ A lnnmax{Etn[h(t, τ)], Eτn[h(t, τ)]},
то функция η(t, τ) = h(t, τ)− h̃(t, τ) входит в класс Гельдера по пе-
ременной τ с показателем 1/ lnn и с коэффициентом A lnnE∗n(h),
где E∗n =
= lnnmax{Etn[h(t, τ)], Eτn[h(t, τ)]}.Поэтому ‖Sγ

(
(h(t, τ)− h̃(t, τ))−

−(h(t, t)− h̃(t, t))xn(τ)
) ‖ ≤ A‖xn‖nβ lnnE∗n(h). Из этого неравен-

ства и полученной выше оценки нормы ‖Vnxn − V xn‖ следует,
что при n таких, что q1 = A ln2 nnβmax{En(ψ(t)), Etn(h(t, τ)),
Eτn(h(t, τ)} < 1, оператор Z(1)n непрерывно обратим и ‖[Z(1)n ]−1‖ ≤
A lnn. При этом ‖x∗−x∗1n‖ ≤ A(q1+En(f)), где x∗1n− решение урав-
нения (2.18). Уравнения Z(1)n xn = yn и (2.18) эквивалентны. Следо-
вательно, оператор L(1)n непрерывно обратим и ‖[L(1)n ]−1‖ ≤ A lnn.
Так как ‖L(1)n − Ln‖ ≤ An−(α−β) lnn, то при n таких, что q2 =

= max{q1, Anβ ln2 nEτn(h(t, τ))} < 1, оператор Ln непрерывно обра-
тим и ‖x∗n−x∗1n‖ ≤ Anβ ln2 nEτn(h). Объединяя оценки для ‖x∗−x∗1n‖
и ‖x∗1n − x∗n‖, убеждаемся в справедливости теоремы.
Доказательство теоремы 2.5. При доказательстве предыду-

щей теоремы было показано, что при n таких, что q1 < 1, оператор
L(1)n непрерывно обратим и ‖[L(1)n ]−1‖ ≤ A lnn. Справедливость то-
ждества

P n

 1
πi

∫
γ

P τn

h(t, τ)xn(τ)
τ − t

 dτ
 ≡ P n

 1
πi

∫
γ

P τn [h(t, τ)xn(τ)]

τ − t dτ

 ≡

≡ P n
 1
πi

∫
γ

P τn [h(t, τ)]xn(τ)

τ − t dτ

 (2.19)

следует из результатов по квадратурным формулам наивысшей
алгебраической точности [104]. Воспользовавшись этим тожде-
ством,
можно показать, что ‖L1n−L̃n‖ ≤ Anβ ln2 n(Etn(h(t, τ))+Eτn(h(t, τ))).
Следовательно, при n таких, что q = Anβ ln2 n (Etn + E

τ
n) < 1, опе-

ратор L̃n непрерывно обратим. Погрешность ‖x∗−x∗n‖ оценивается,
как в предыдущих теоремах. Теорема доказана.
Доказательство теоремы 2.6 подобно доказательству теоре-

мы 2.5 и поэтому опускается.
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3. Приближенное решение сингулярных интегральных
уравнений на замкнутых контурах интегрирования

(обоснование в пространстве L2)

Продолжим исследование приближенных методов решения с.и.у.
(2.1) и (2.2). Обоснование предлагаемых ниже вычислительных
схем будем проводить в пространстве функций X = L2(γ) со ска-
лярным произведением

(f1, f2) =
1

2π

2π∫
0

f1(e
is)f2(eis)ds

и его подпространстве Xn, состоящем из полиномов вида (2.3).
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3.1. Приближенное решение уравнения (2.1)

Приближенное решение уравнения (2.1) будем искать в виде по-
линома (2.3), коэффициенты {αk} которого определяются из систе-
мы линейных алгебраических уравнений, которая в операторной
форме имеет вид (2.4).
Теорема 3.1 [16], [18], [28]. Пусть в пространстве X опе-

ратор К имеет линейный обратный и функции a, b, f ∈ C[0; 2π],
h ∈ C[0; 2π]2. Тогда при n таких, что
q = A

[
ω(a;n−

1
2 ) + ω(b;n−

1
2 ) + n−

1
2 + [ω(h;n−1) + n−η]

1−η
1+η

]
< 1,

уравнение (2.4) однозначно разрешимо при любой правой части
и имеет место оценка ‖x∗ − x∗n‖ ≤ A[q + ω(f ;n−1)], где x∗ и x∗n -
решения уравнений (2.1) и (2.4), соответственно.
Доказательство. Введем уравнение

K(1)x ≡ ãm(t)x(t) + b̃m(t)
πi

∫
γ

x(τ)dτ

τ − t +

+
1

2πi

∫
γ

h(t, τ)d∗(t, τ)x(τ)dτ = f(t), (3.1)

где ãm(t), b̃m(t) - полиномы наилучшего равномерного приближе-
ния степени m для функций a(t), b(t), соответственно, d∗(t, τ) =
|τ − t|−η при |τ − t| > ρ, d∗(t, τ) = ρ−η при |τ − t| < ρ, ρ - поло-
жительное число, ρ > s1 = 2π/(2n+ 1). Числа ρ и m фиксируются
ниже.
Из теоремы Банаха следует, что при m и ρ таких, что

q1 = A(ρ
1−η + ω(a;m−1) + ω(b;m−1)) < 1,

оператор K(1) имеет линейный обратный с нормой, оцениваемой
неравенством ‖[K(1)]−1‖ ≤ ‖K−1‖/(1− q1).
Метод механических квадратур для уравнения K(1)x = f в опе-

раторной форме записывается следующим образом:

K(1)n xn ≡ Pn[ãm(t)xm(t) +
b̃m(t)

πi

∫
γ

xn(τ)dτ

τ − t +

+
1

2πi

∫
γ

P τn [h(t, τ)d
∗(t, τ)xn(τ)]dτ ] = Pn[f ] = f̃n. (3.2)
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Поставим в соответствие каждой функции z(t) ∈ L2 функции
z+(t) и z−(t), аналитические внутри и вне γ соответственно, и
связанные с z(t) формулами Племеля − Сохоцкого: z(t) = z+(t)−
z−(t), S(t) =
= z+(t) + z−(t).
В предыдущем параграфе было показано, что уравненияK(1)x =

f и K(1)n x̃n = f̃n эквивалентны, соответственно, следующим урав-
нениям, записываемым в операторной форме

K(2)x ≡ V x+Wx = y, K(2) ∈ [X → X], (3.3)

и
K(2)n xn ≡ Ṽnxn + W̃nxn = ỹn, K(2)n ∈ [Xn → Xn], (3.4)

где

V x = ψ−x+ − ψ+x−, Wx = 1

2πi

∫
γ

h(t, τ)d∗(t, τ)x(τ)dτ,

l = ψ−/(ãm + b̃m),

ψ(z) = exp

 12πi
∫
γ

ln
 ãm(τ)− b̃m(τ)
ãm(τ) + b̃m(τ)

 : (τ − z)
 dτ

 ,
Ṽnxn = Pn[V xn],

W̃nxn = Pn

 1
2πi

∫
γ

P τn [h(t, τ)d
∗(t, τ)xn(τ)]dτ

 ,
y = lf, ỹn = Pn[y],

Xn =

{
n∑

k=−n
αkt

k

}
− (2n+ 1) - мерное пространство полиномов сте-

пени не выше n, с той же нормой, что и пространство X.
Для обоснования предложенной вычислительной схемы введем

полином

ϕn(t) = V
∗
n xn + (T

[n/2][l])
1

2πi

∫
γ

T
[n/2]
t [h(t, τ)d∗(t, τ)]xn(τ)dτ,

где V ∗n xn = ψ−n x+n − ψ+n x−n , T [n/2][f ] и ψn - полиномы наилучшего
равномерного приближения степени [n/2] и n для функций f и ψ,
соответственно.
Нетрудно видеть, что

‖K(2)xn − ϕn‖+ ‖PnK(2)xn − ϕn‖ ≤
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≤ A(m1−ε/n1−ε + ω(h;n−1)/ρ2η)‖xn‖, (3.5)

где ε - произвольное число 0 < ε < 1 (необходимость введения
ε следует из теоремы И.И. Привалова (см. гл. 1) так как ãm, b̃m
входят в класс Гельдера с показателем 1 и с коэффициентами m ·
max |ãm|, m ·max |b̃m|, соответственно).
Очевидно,

‖K(2)n xn − PnK(2)xn‖ ≤
∥∥∥∥∥∥∥Pn

l(t)
2πi

∫
γ

Rτn[h(t, τ)x̃(τ)d
∗(t, τ)]dτ


∥∥∥∥∥∥∥ ≤

≤ A(ω(h;n−1) + n−η)‖xn‖/ρ2η, (3.6)

где Rn = E − Pn, E− единичный оператор.
Из (3.5) − (3.6) (полагая ρ = [ω(h;n−1)]1/(1+η), ε = 1/ lnn, m =

n1/2) и общей теории приближенных методов анализа следует, что
при n таких, что

q2 = A[ω(a;n
−1/2) + ω(b;n−1/2) + n−1/2 + [ω(h;n−1)](1−η)/(1+η)] < 1,

существует линейный оператор [K(2)n ]
−1 с нормой ‖[K(2)n ]−1‖ ≤

≤ ‖[K(2)]−1‖/(1 − q2). При этом ‖x∗ − x̃∗1‖ ≤ A{ω(a;n−1/2) +
ω(b;n−1/2) +
+n−1/2 + [ω(h;n−1)](1−η)/(1+η) + ω(f ;n−1)}, где x∗ и x̃∗1 - решения
уравнений (2.1) и (3.4), соответственно.
Так как уравнения (3.4) и K(1)n xn = f̃n эквивалентны, то суще-

ствует линейный оператор [K(1)n ]
−1. Оценим его норму. Так как

‖x̃∗1‖ ≤ ‖[K(2)n ]−1‖‖ỹn‖ = ‖[K(2)n ]−1‖‖Pn[lPn[f ]]‖ ≤ ‖[K(2)n ]−1‖|l|‖Pn[f ]‖,
то ‖[K(1)n ]−1‖ ≤ ‖[K(2)n ]−1‖|l|.
Нетрудно видеть, что

‖(Kn −K(1)n )xn‖ ≤ A[[|a− ã|+ |b− b̃|]‖xn‖+ I1, (3.7)

где

I1 =

∥∥∥∥∥∥∥P tn
 1
2πi

∫
γ

P τn [h(t, τ)xn(τ)b(t, τ)]dτ


∥∥∥∥∥∥∥ ,

b(t, τ) = [d∗(t, τ)− d(t, τ)].
I1 можно представить в следующем виде:

I1 ≤ maxs
 12π

2π∫
0

|P σn [h(s, σ)sgn[b(s, σ)]|b(s, σ)|1/2]|2dσ

1/2

×
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×
 12π

2π∫
0

 12π
2π∫
0

|P σn [xn(σ)eiσP sn[|b(s, σ)|1/2]]|2dσ
 ds


1/2

=

= I2 · I3, (3.8)

где
h(s, σ) = h(eis, eiσ), b(s, σ) = b(eis, eiσ).

Обозначив через ν величину [ρ(2n+ 1)/2π] + 1, оценим I2 :

I22 ≤ A
1

2n+ 1

ν∑
k=1

(
1

sk

)η
≤ A

 1

(2n+ 1)1−η
+ ρ1−η

 . (3.9)

Нетрудно видеть, что

I23 ≤
1

(2n+ 1)2

2n∑
k=0

2n∑
i=0

|xn(si)|2|b(sk, si)||l(si)|2 ≤

≤ |l|
(2n+ 1)2

2n∑
i=0

|xn(si)|2
2n∑
k=0

|b(sk, si)| ≤ A‖xn‖2ρ1−η. (3.10)

Из оценок (3.8) − (3.10) (при приведенных выше значениях m,
ρ) и теоремы Банаха следует справедливость теоремы 3.1.
Замечания. 1. Величины A могут быть легко оценены, если

известна ‖K−1‖. Последнюю можно оценить, пользуясь результа-
тами монографии [82].
2. Выше был рассмотрен случай, когда индекс уравнения (2.1)

равен 0. Случай произвольного индекса сводится к предыдущему
[82].
3. Так как X - гильбертово пространство, то для нахождения

решения уравнения (2.1) может быть применен метод наискорей-
шего спуска [102].
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3.2. Приближенное решение полных сингулярных
интегральных уравнений

В этом пункте рассматриваются сингулярные интегральные
уравнения вида

Kx ≡ a(t)x(t) + 1
πi

∫
γ

h(t, τ)x(τ)

τ − t dτ = f(t). (3.11)

Приближенное решение уравнения (3.11) ищем в виде полинома

xn(s) =
2n∑
k=0

αkψk(s),

ψk(s) =
1

2n+ 1

[
sin
2n+ 1

2
(s− sk)

] (
sin
s− sk
2

)−1
,

sk = 2kπ/(2n+ 1), k = 0, 1, 2, . . . , 2n,

коэффициенты {αk} которого определяются из системы линейных
алгебраических уравнений, записываемых в операторной форме
следующим образом:

Knxn ≡ P̄n
a(s)xn(s)− i

2π

2π∫
0

P σn

[
h(s, σ)xn(σ)ctg

σ − s
2

]
dσ+

+
1

2π

2π∫
0

P σn [h(s, σ)xn(σ)]dσ

 = P̄ [f(s)], (3.12)

где a(s) = a(eis), h(s, σ) = h(eis, eiσ), f(s) = f(eis), Pn(P̄n) - опе-
ратор проектирования на тригонометрические интерполяционные
полиномы степени n по узлам sk = 2kπ/(2n+1)(s̄k = (2kπ+π)/(2n+
1)), k = 0, 1, 2, . . . , 2n.
Пусть функции a(t), f(t), h(t, τ) (по обеим переменным) облада-

ют одним из следующих свойств:
1) имеют производные r-го порядка (r = 0, 1, · · ·), удовлетворя-

ющие условию Гельдера Hα, т.е.

a(t), f(t) ∈ W rHα, h(t, τ) ∈ W r,rHα,α, r = 0, 1, . . . , 0 < α < 1;
2) являются аналитическими в кольце

R1 ≤ |t| ≤ R2, R1 < 1, R2 > 1. (3.13)

Будем считать, что оператор K имеет линейный обратный.
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Прежде всего, проведем обоснование метода коллокации для
уравнения (3.11). Метод коллокации в операторной форме запи-
сывается следующим образом:

K(1)n xn ≡ P̄n
a(t)xn(t) + 1

πi

∫
γ

h(t, τ)xn(τ)

τ − t dτ − f(t)
 = 0. (3.14)

Уравнения (3.11) и (3.14) эквивалентны, соответственно, следу-
ющим уравнениям, записываемым в операторной форме:

K(2)x ≡ V x+Wx = y, K(2) ∈ [X → X], (3.15)

и
K(2)n xn ≡ Ṽnxn + W̃nxn = ỹn, K(2)n ∈ [X̃ → X̃ ], (3.16)

где
V x ≡ ψ−x+ − ψ+x−, Wx = lUx, l = ψ−/(a+ b),

b(t) = h(t, t), ψ(z) = exp

 12πi
∫
γ

(τ − z)−1lna(τ)− b(τ)
a(τ) + b(τ)

dτ

 ,
Ṽnxn = P̄n[V xn], W̃nxn = P̄n[Wxn], y = lf, ỹn = P̄n[y],

Ux =
1

πi

∫
γ

h1(t, τ)x(τ)dτ, h1(t, τ) = (h(t, τ)− h(t, t))/(τ − t);

Xn =
{∑n
k=−n αktk

}
есть (2n + 1)-мерное пространство полиномов

степени не выше n с той же нормой, что и пространство X.
Для обоснования метода коллокации введем полином

ϕ̃n(t) = Vnxn + (T
[n/3][l])

1

πi

∫
γ

h̃(t, τ)− h̃(t, t)
τ − t xn(τ)dτ,

где Vnxn = ψ+n x
+
n −ψ+n x−n , [n/3]− целая часть от n/3; через h̃(t, τ)

обозначен полином наилучшего равномерного приближения степе-
ни [n/3] по t и τ к функции h(t, τ), т.е. h̃(t, τ) = T t[n/3][T

τ
[n/3][h(t, τ)]];

T [n/3][f ] и ψn− полиномы наилучшего равномерного приближения
степени [n/3] и n для функций f и ψ, соответственно.
Оценим ‖K(2)xn − ϕ̃n‖. Очевидно,

‖Vnxn − V xn‖ ≤ A‖xn‖max[En(ψ+), En(ψ−)], (3.17)

где En(f) - наименьшее уклонение функции f от тригонометриче-
ских полиномов степени не выше n в метрике C2π.
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Так как |h(t, τ)− h̃(t, τ)| ≤ AEt,τn (h) lnn (здесь Et,τn (h) =
= max[Etn(h(t, τ)), E

τ
n(h(t, τ))]), то, применяя к функции η(t, τ) =

= h(t, τ) − h̃(t, τ) теорему Бернштейна о структурных свойствах
функций (см. теоремы 4.8 и 4.9 из введения), убеждаемся, что эта
функция по переменной τ входит в класс Гельдера с показателем
1/ lnn и с коэффициентом A ln2 nEt,τn (h). Поэтому∥∥∥∥∥∥∥

1

πi

∫
γ

[h(t, τ)− h̃(t, τ)]− [h(t, t)− h̃(t, t)]
τ − t x̃(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
≤ A‖x̃‖Et,τn (h) ln2 n. (3.18)

Из (3.17), (3.18) следует, что

‖K2xn − ϕ̃n‖ ≤ A‖xn‖ ln2 nmax[En(ψ+), En(ψ−), Et,τn (h)].
Так как для ‖P̄nK(2)xn − ϕ̃n‖ справедлива аналогичная оцен-

ка, то из общей теории приближенных методов анализа следует,
что при n таких, что q1 = A ln

2 nmax[En(ψ
+)Et,τn (h), En(ψ

−)] < 1,
существует линейный оператор [K(2)n ]

−1 с нормой ‖[K(2)n ]−1‖ ≤
‖[K(2)]−1‖/(1−q1).При этом ‖x∗−x̃∗n‖ ≤ A ln2 nmax[En(ψ+), En(f), En(ψ−), Et,τn (h)],
где x∗ и x̃∗n− решения уравнений (3.11) и (3.16), соответственно.
Так как уравнение (3.16) эквивалентно (3.14), то существует ли-
нейный оператор [K(1)n ]

−1. Оценим его норму. Очевидно, ‖x̃∗n‖ ≤
‖[K(2)n ]−1‖‖ỹn‖ =
= ‖[K(2)n ]−1‖‖P̄n[lP̄n[f ]]‖ ≤ ‖[K(2)n ]−1‖|l|‖P̄n[f ]‖, т.е. ‖̃[K(1)n ]−1‖ ≤ A.
Прежде чем приступить к оценке ‖K(1)n −Kn‖, заметим, что спра-

ведливо тождество

P̄n

 2π∫
0

P σn

[
h(s, σ)xn(σ)ctg

σ − s
2

]
dσ

 ≡

≡ P̄n
 2π∫
0

P σn [h(s, σ)]xn(σ)ctg
σ − s
2
dσ

 ≡

≡ P̄n
 2π∫
0

P σn [h(s, σ)xn(σ)]ctg
σ − s
2
dσ

 .
Справедливость этого тождества следует из того, что если

f(s)− полином степени не выше n, то [f(σ)− f(s)]ctg[(σ − s)/2]−
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полином степени не выше n и
2n∑
k=0

ctg
sk − s̄j
2

= 0.

Воспользовавшись предыдущим тождеством, получаем:

‖Knxn −K(1)n xn‖ ≤
∥∥∥∥∥∥∥P̄n

 1
πi

∫
γ

ν(τ, τ)xn(τ)

τ − t dτ


∥∥∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥∥∥
1

πi

∫
γ

ν(t, τ)− ν(τ, τ)
τ − t xn(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥∥ ,
где h̃∗(t, τ) = P τn [h(t, τ)], ν(t, τ) = P̄ tn[h(t, τ)− h̃∗(t, τ)].
Так как функция ν(t, τ) входит по переменной t в класс Гельдера

с показателем 1/ lnn и с коэффициентом A ln2 nEτn(h), то справед-
лива оценка

‖Knxn −K(1)n xn‖ ≤ A‖xn‖ ln2 nEτn(h).
Из этой оценки и теоремы Банаха следует при n таких, что q2 =

= max{q1, A ln2 nEτn(h)} < 1, существование линейного обратного
оператора K−1n . При этом ‖K−1n ‖ ≤ ‖[K(1)]−1n ‖/(1− q2). Кроме того,
‖x∗n − x̃∗n‖ ≤ A ln2 nEτn(h), где x∗n - решение уравнения (3.12).
Очевидно, ‖x∗−x∗n‖ ≤ ‖x∗−x̃∗n‖+‖x̃∗n−x∗n‖. Собирая полученные

выше оценки, приходим к следующему утверждению.
Теорема 3.2 [19]. Пусть оператор K имеет линейный обрат-

ный. Тогда при n таких, что q = A ln2 nmax[En(ψ), Et,τn (h), En(h(t, t))] <
< 1, оператор Kn имеет линейный обратный с нормой ‖K−1n ‖ ≤ A
и ‖x∗ − x∗n‖ ≤ A ln2 nmax[En(ψ), En(f), En(h(t, t)), Et,τn (h)],
где x∗ и x∗n− решения уравнений (3.11) и (3.14), соответственно.
Замечания. 1. Конкретизируя En(ϕ) для различных классов

функций ϕ, получаем эффективные оценки скорости сходимости
и погрешности. Так, например, если выполнено первое из усло-
вий (3.13), то q = A ln2 n/nr+α и ‖x∗ − x∗n‖ ≤ A ln2 n/nr+α, а
если выполнено второе условие, то q = A ln2 n[R−n−12 + Rn+11 ] и
‖x∗ − x∗n‖ ≤ A ln2 n[R−n−12 + Rn+11 ].
2. Выше был рассмотрен случай, когда индекс χ уравнения

(3.11) равен нулю. Случай произвольного индекса сводится к пре-
дыдущему.
3. В [82] отмечено, что при аппроксимации с.и.у. системами ал-

гебраических уравнений высокого порядка последние предпочти-
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тельнее решать итерационными методами. Поэтому при практиче-
ском решении уравнения (3.11) следует, найдя начальное прибли-
жение к решению x∗ методом коллокации, дальнейшее уточнение
решения производить методом наискорейшего спуска, применен-
ным к системе уравнений (3.12) достаточно высокого порядка.

4. Приближенное решение сингулярных интегральных
уравнений с разрывными коэффициентами и на

разомкнутых контурах интегрирования

Исследуем проекционные методы решения уравнений

Kx ≡ a(t)x(t) + b(t)Sγ(x(τ)) + Uγ(h(t, τ)x(τ)) = f(t), (4.1)

Lx ≡ e(t)x(t) + SL(k(t, τ)x(τ)) = g(t). (4.2)

Здесь γ− единичная окружность с центром в начале координат,
L = (c1, c2)− сегмент γ. Будем считать, что a(t), b(t), h(t, τ), f(t)−
удовлетворяют условию Гельдера с показателем α, 0 < α ≤ 1 всю-
ду на окружности γ, за исключением точки t = 1, где функции
a(t) и b(t) имеют разрыв первого рода. Функции e(t), g(t) ∈ Hα,
k(t, τ) ∈
∈ Hα,α (0 < α ≤ 1). В плоскости комплексной переменной проведем
разрез из начала координат через точку C(t = 1) в бесконечность.
В разрезанной таким образом плоскости используемые ниже функ-
ции (t− 1)δ и tδ являются аналитическими.
Результаты этого параграфа частично изложены в работах ав-

тора [22], [24], [28].

4.1. Основные утверждения

Сингулярные интегральные уравнения на разомкнутых конту-
рах интегрирования сводятся к с. и. у. с разрывными коэффициен-
тами. Поэтому основное внимание будем уделять с. и. у. (4.1). Из
теории с. и. у. [125] следует, что особенности решения x∗(t) уравне-
ния (4.1) совпадают с особенностями канонической функции клас-
са h(C), соответствующей оператору K0x ≡ a(t)x(t)+b(t)Sγ(x(τ)).
Пусть решение x∗(t) в окрестности узла C имеет вид (t−C)δϕ(t),

где δ = 1
2πi ln

G(C−0)
G(C+0) = ξ + iζ, −1 < ξ < 1, ϕ ∈ Hα, G(t) = d(t)s(t),

d(t) = a(t)− b(t), s(t) = (a(t) + b(t))−1.
В зависимости от величины ξ (предполагается, что −η + ξ >

−1) необходимо различать два случая: а) 0 < ξ < 1, б) −1 <
ξ ≤ 0. В каждом случае приходится рассматривать отдельную
вычислительную схему и проводить ее обоснование.
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Остановимся вначале на случае ”а”: 0 < ξ < 1. Приближенное
решение уравнения (4.1) ищем в виде полинома (2.3), коэффициен-
ты которого определяются из системы уравнений

Knxn ≡ P̄n[a(t)xn(t) + b(t)Sγ(xn(τ))+
+Uγ(P̄

τ
n [h(t, τ)d(t, τ)xn(τ)])] = P̄n[f(t)]. (4.3)

Обоснование этой вычислительной схемы проводится в про-
странствеX = Hβ (β < λ1 = min(α, ξ, 1−η)) и его подпространстве
Xn, состоящем из полиномов вида (2.3).
Теорема 4.1. Пусть выполнены следующие условия: функции

a, b, f ∈ Hα, h ∈ Hαα (0 < α ≤ 1) всюду, кроме точки t = 1,
в которой a(t) и b(t) имеют разрыв первого рода; краевая задача
ψ+(t) = G(t)ψ−(t) имеет решение вида ψ(t) = (t−1)δϕ(t), δ = ξ+iζ;
ξ > 0; оператор K ∈ [X,X] непрерывно обратим. Тогда при n
таких, что q = A(n−(λ1−β) + n−β) lnn < 1, система уравнений (4.3)
однозначно разрешима и справедлива оценка ‖x∗ − x∗n‖ ≤ Aq, где
x∗ и x∗n− решения уравнений (4.1) и (4.3).
Приближенное решение уравнения (4.1) ищем в виде полинома

(2.3), коэффициенты которого определяются из системы уравнений

Knxn ≡ P̄n[a(t)xn(t) + b(t)Sγ(xn(τ))+

+
1

2πi

2n∑
k=0

h(t, tk)xn(tk)

t′k+1∫
t′k

|τ − t|−ηdτ ] = P̄n[f(t)], (4.4)

где t′k = eis
′
k , s′k = (2k + 1)π/(2n+ 1), k = 0, 1, . . . , 2n.

Teoрема 4.2. Пусть выполнены условия предыдущей теоремы
и решение x∗(t) уравнения (4.1) имеет вид x∗(t) = (t− 1)δϕ∗(t), где
ϕ∗(t) ∈ Hα. Тогда при n таких, что q = A

(
n−(α−β) + n−(ξ−β)

)
lnn <

1, система уравнений (4.4) однозначно разрешима при любой
правой части и справедлива оценка ‖x∗ − x∗n‖ ≤ A(n−(α−β) +
n−(ξ−β)) lnn, где x∗ и x∗n− решения уравнений (4.1) и (4.4).
Перейдем теперь к случаю ”б”: −1 < ξ ≤ 0. Обозначим через

X∗ пространство функций x(t) вида x(t) = (t− 1)δϕ(t) с нормой

‖x(t)‖ = max
t∈γ |ϕ(t)|+ sup

t1 6=t216∈(t1,t2)

 |ϕ(t1)− ϕ(t2)|
|t1 − t2|β

 ,
где β < λ2 = min(α, 1 − η + ξ). Через Y обозначим пространство
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функций, удовлетворяющих условию Гельдера Hβ с нормой

‖y(t)‖ = max
t∈γ |y(t)|+ sup

t1 6=t216∈(t1,t2)

 |y(t1)− y(t2)|
|t1 − t2|β

 .
Через Yn обозначим подпространство пространства Y , состоящее

из полиномов вида
n∑

k=−n
αkt

k.

Приближенное решение уравнения (4.1) ищем в виде функции
xn(t) = x

+
n (t) + x

−
n (t), где

x+n (t) = (t− 1)δϕ+n (t) = (t− 1)δ
n∑
k=0

αkt
k,

x−n (t) =
(
t− 1
t

)δ
ϕ−n (t) =

(
t− 1
t

)δ −1∑
k=−n

αkt
k, (4.5)

коэффициенты {αk} которой определяются из системы уравнений
K̄nxn ≡ P̄n[x+n (t)−G(t)x−n (t) + s(t)Uγ(P̄ τn [h(t, τ)d(t, τ)xn(τ)])] =

= P̄n[s(t)f(t)]. (4.6)

Теорема 4.3. Пусть выполнены условия: 1) функции a, b, f ∈
Hα, h ∈ Hα,α (0 < α < 1) всюду, кроме точки t = 1, в кото-
рой a(t), b(t) имеют разрыв первого рода; 2) оператор K, действу-
ющий из пространства X∗ в пространство Y , непрерывно обра-
тим; 3) краевая задача ψ+(t) = G(t)ψ−(t) имеет решение вида
(t − 1)δϕ(t), δ = ξ + iζ, −1 < ξ ≤ 0. Тогда при n таких, что
q = A

(
n−(λ2−β) + n−β

)
lnn < 1 (λ2 = min(α, 1− η+ ξ, 1 + ξ)), систе-

ма уравнений (4.6) имеет единственное решение x∗n и справедлива
оценка ‖x∗ −x∗n‖ ≤ A(n−(λ2−β)+n−β) lnn, где x∗− решение уравне-
ния (4.1).
Отметим изменения, которые возникают при построении вычи-

слительной схемы и ее обосновании, если предположить, что сво-
бодный член уравнения (4.1) имеет в точке c = 1 особенность вида
(t− 1)ν. Введем пространство Y ∗ функций вида y(t) = (t− 1)νϕ(t),
ϕ ∈ Hβ, с нормой

‖y‖ = max
t∈γ |ϕ(t)|+ sup

t1 6=t216∈(t1,t2)
|ϕ(t1)− ϕ(t2)|
|t1 − t2|β ,

и его подпространство Y ∗n ⊂ Y ∗, состоящее из функций вида y∗n =
= (t−1)ν n∑

k=−n
αkt

k. Через P̄ ∗n обозначим оператор, действующий из

Y ∗ в Y ∗n по формуле P̄ ∗ny(t) = P̄ ∗n [(t− 1)νϕ(t)] = (t− 1)νP̄n[ϕ(t)].
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Будем считать, что операторK действует изX∗ в Y ∗ и имеет не-
прерывный обратный. Приближенное решение уравнения (4.1) бу-
дем искать в виде функции xn(t), определенной выражением (4.5),
коэффициенты {αk} которой определяются из системы алгебраи-
ческих уравнений

K∗nxn ≡ P̄ ∗n [x+n (t)−G(t)x−n (t) + s(t)Uγ[P̄ τn (h(t, τ)d(t, τ)xn(τ))dτ ]] =
= P̄ ∗n [s(t)f(t)]. (4.7)

Здесь d(t, τ)− функция определенная в § 2.
Теорема 4.4. Пусть выполнены условия предыдущей теоремы.

Тогда при n таких, что q = A(n−(λ2−β) + n−β) lnn < 1, система
уравнений (4.7) однозначно разрешима при любой правой части и
справедлива оценка ‖x∗ − x∗n| ≤ Aq, где x∗ и x∗n− решения уравне-
ний (4.1) и (4.7).
В ряде случаев оказывается предпочтительней рассматривать

уравнения (4.1) и (4.2) как операторные уравнения в пространстве
Lp (1 < < p <∞) и проводить обоснование вычислительных схем
в пространствах Lp и их подпространствах Ln,p, состоящих из по-
линомов вида (2.3).
Теорема 4.5. Пусть оператор K непрерывно обратим в про-

странстве L2, коэффициенты a(t), b(t), f(t) ∈ Hα, h(t, τ) ∈ Hα,α
непрерывны всюду на γ, за исключением точки t = 1, в кото-
рой a(t), b(t) имеют разрыв первого рода. Тогда при n таких, что
q = A(n−α + nΘ +
+n−η(1−η)/(1+η)) < 1, система уравнений (4.3) имеет единственное
решение x∗n и справедлива оценка ‖x∗−x∗n‖ ≤ Aq, где x∗− решение
уравнения (4.1). Здесь Θ = −(1− |ξ|) при ξ ≤ 0, Θ = −ξ при ξ > 0;
функция (t− 1)δϕ0(t), где δ = ξ + iζ, ϕ0 ∈ Hα, является решением
краевой задачи Φ+(t) = G(t)Φ−(t).
Теорема 4.6. Пусть оператор K непрерывно обратим в про-

странстве Lp (1 < p ≤ 2), коэффициенты a, b, h, f всюду, за ис-
ключением точки t = 1, удовлетворяют условию Гельдера с по-
казателем α (0 < α < 1), в точке t = 1 функции a и b име-
ют разрыв первого рода, а (t − 1)δϕ0(t), (δ = ξ + iζ) − реше-
ние краевой задачи Φ+(t) = G(t)Φ−(t). Тогда при n таких, что
q = A(n−α + n−Θ + n−η(1−η)/(1+η)) < 1 (Θ = ξ при ξ > 0, Θ = 1− |ξ|
при ξ ≤ 0), система уравнений (4.3) имеет единственное решение
x∗n и справедлива оценка ‖x∗ − x∗n‖ ≤ A(n−α +
+nΘ + n−η(1−η)/(1+η)), где x∗ − решение уравнения (4.1).
Замечание. В случае, когда ξ > 0, приведенные теоремы до-

пускают усиление: при ξ > 0 можно положить Θ = 1.
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Приближенное решение уравнения (4.2) ищем в виде полинома
(2.3), коэффициенты которого определяются из системы уравнений

Lnxn ≡ P̄n[ē(t)xn(t) + c̄(t)Sγ(xn(τ)) + Sγ(P τn [r̄(t, τ)xn(τ)])] =
= P̄n(t), (4.8)

где ē(t) = e(t), c̄(t) = c(t), при t ∈ L, r̄(t, τ) = k(t, τ) при t, τ ∈ L;
ē(t) = 1, c̄(t) = 0, при t 6∈ L, r̄(t, τ) = 0 при t, или τ 6∈ L, c(t) =
k(t, t), r(t, τ) = (k(t, τ)− k(t, t))/(τ − t).
Теорема 4.7. Пусть оператор L непрерывно обратим в про-

странстве L2 и краевая задача Φ+(t) = (a(t) − k(t, t))/(a(t) +
k(t, t))Φ−(t) на контуре L имеет решение вида (t − с1)η1+iΘ1(t −
с2)η2+iΘ2ω(t). Тогда при n таких, что q = A[n−α lnn + n|η|−1] < 1
(η = max(|η1|, |η2|)), система уравнений (4.8) имеет единственное
решение x∗n и ‖x∗ − x∗n‖ ≤ Aq, где x∗ − решение уравнения (4.2).
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4.2. Доказательства теорем

Доказательство теоремы 4.1. Уравнения (4.1), (4.3) можно
представить в следующей эквивалентной форме:

K(1)x ≡ x+(t)−G(t)x−(t) + s(t)Uγ(h(t, τ)d(t, τ)x(τ)) = f(t); (4.9)
K(1)n xn ≡ P n

[
x+n (t)−G(t)x−n (t) + s(t)Uγ

(
P
τ
n[h(t, τ)d(t, τ)xn(τ)]

)]
=

= P n[s(t)f(t)]. (4.10)

В книге [66] приведено решение краевой задачи ψ+(t) =
G(t)ψ−(t)

ψ+(t) = (t− 1)δψ+1 (t), ψ−(t) =
(
t− 1
t

)δ
ψ−1 (t),

где ψ±1 (t) − решение краевой задачи ψ+1 (t) = G(t)
(
t−1
t

)δ 1
(t−1)δψ

−
1 (t)

с непрерывным коэффициентом G(t)
(
t−1
t

)δ 1
(t−1)δ .

Подставляя в уравнения (4.9) и (4.10) вместо функции G(t) отно-
шение ψ+(t)/ψ−(t), приходим к эквивалентным краевым задачам:

K(2)x ≡ x+(t)ψ−(t)− ψ+(t)x−(t) + ψ−(t)s(t)Uγ(h(t, τ)d(t, τ)x(τ)) =
= s(t)ψ−(t)f(t), (4.11)

K(2)n xn ≡ P n[ψ−(t)x+n (t)− ψ+(t)x−n (t)+
+ψ−(t)s(t)Uγ(P

τ
n[h(t, τ)d(t, τ)xn(τ)])] = P n[s(t)ψ

−(t)f(t)]. (4.12)

Так как ψ−(t) − функция, удовлетворяющая условию Гельдера
с показателем λ1 и обращающаяся в нуль в точке c, то ψ−(t)s(t) ∈
Hλ1. Введем полином

zn(t) = ψ
−
n (t)x

+
n (t)− ψ+n (t)x−n (t) + Tn[ψ−(t)s(t)Uγ(h(t, τ)d(t, τ))],

ψn = Tn[ψ]. Возвращаясь к выкладкам, сделанным в §2, убежда-
емся в справедливости следующих неравенств: ‖K(2)xn − zn‖ ≤
A‖xn‖/nλ1−β, ‖P nK(2)xn −K(2)n xn‖ ≤ A‖xn‖(n−(λ1−β) + n−β) lnn.
Из этих оценок и теории приближенных методов анализа сле-

дует, что при n таких, что q = A(n−(λ1−β) + n−β) lnn < 1, систе-
ма уравнений (4.3) однозначно разрешима и справедлива оценка
‖x∗ − x∗n‖ ≤ Aq, где x∗ и x∗n − решения уравнений (4.1) и (4.3).
Теорема доказана.
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Доказательство теоремы 4.2 является объединением доказа-
тельств теорем 4.1 и 2.2.
Доказательство теоремы 4.3. Уравнение (4.1) эквивалент-

но краевой задаче (4.9). Во всех точках контура γ, кроме узла
c, функцию G(t) можно представить в виде соотношения G(t) =
ψ+(t)/ψ−(t) =
= (t − 1)ψ+(t)/(t − 1)ψ−(t). Подставляя в уравнения (4.9) и (4.10)
вместо G(t) указанное выше соотношение, приходим к уравнени-
ям:

K(3)x ≡ (t− 1)ψ−(t)x+(t)− (t− 1)ψ+(t)x−(t) + (t− 1)ψ−(t)s(t)×
×Uγ(h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)) = (t− 1)ψ−(t)s(t)f(t), (4.13)

K(3)n xn ≡ P n[(t−1)ψ−(t)x+n (t)− (t−1)ψ+(t)x−n (t)+(t−1)ψ−(t)s(t)×
×Uγ(P τn[h(t, τ)d(t, τ)xn(τ)])] = P n[(t− 1)ψ−(t)s(t)f(t)]. (4.14)

Уравнения (4.9) и (4.13) эквивалентны. Это следует из того,
что каждое решение уравнения (4.9) является и решением урав-
нения (4.13). Обратно, каждое решение уравнения (4.13) превра-
щает уравнение (4.9) при t 6= 1 в тождество. Так как под решением
уравнения (4.1) понимается функция, обращающая его в тождество
всюду, кроме точки t = 1, то эквивалентность уравнений (4.9) и
(4.13) доказана. Эквивалентность уравнений (4.6) и (4.14) очевид-
на.
Введем полином zn(t) по формуле

zn(t) = tT
∗
n

[
t− 1
t
ψ−(t)

]
x+n (t)− Tn

(
(t− 1)ψ+(t)) x−n (t)+

+Tn
[
(t− 1)ψ−(t)s(t)Uγ (h(t, τ)d(t, τ)x(τ))

]
.

Поясним построение полинома T ∗n [(t− 1)ψ−(t)/t]. Пусть
Tn[(t− 1)ψ−(t)/t] − полином наилучшего равномерного приближе-
ния функции (t− 1)ψ−(t)/t в области D−. Тогда Tn[(t− 1)ψ−(t)/t]
имеет вид

0∑
k=−n

αkt
k. Так как разность (t − 1)ψ−(t)/t − Tn[(t −

1)ψ−(t)/t] является аналитической в области γ−, то максималь-
ное и минимальное значения она принимает на окружности γ. По-
этому свободный член в представлении Tn[(t − 1)ψ−(t)/t] не пре-
восходит En((t − 1)ψ−(t)/t). Отбрасывая его, получаем полином
T ∗n [(t− 1)ψ−(t)/t] ∈ Xn. Нетрудно видеть, что

‖K(3)xn − zn‖ ≤ A‖xn‖n−λ2+β lnn;
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‖P nK(3)xn − zn‖ ≤ A‖xn‖n−(λ2−β) lnn. (4.15)

Теперь нужно оценить величину I = K(3)n xn − P nK(3)xn. Пред-
ставим ‖I‖ в виде ‖I‖ = ‖I1‖+ ‖I2‖+ . . .+ ‖I5‖, где
I1 = P n[(t− 1)s(t)ψ−(t)Uγ(h(t, τ)(xn(τ)− x̄n(τ))|τ − t|−η)],
I2 = P n[(t− 1)s(t)ψ−(t)Uγ(h(t, τ)x̄n(τ)[|τ − t|−η − d(t, τ)])],

I3 = P n

(t− 1)s(t)ψ−(t) 2n∑
k=0

tk+1∫
tk

(h(t, τ)− h(t, tk))x̄n(τ)d(t, τ)dτ
 ,

I4 = P n

(t− 1)s(t)ψ−(t) 2n∑
k=0

′h(t, tk)

ϕ+n (tk)
tk+1∫
tk

(τ − 1)δ(|τ − t|−η−

−|tk − t|−η)dτ + ϕ−n (tk)
tk+1∫
tk

(
τ − 1
τ

)δ
(|τ − t|−η − |tk − t|−η)dτ


 ,

I5 = P n

(t− 1)s(t)ψ−(t) 2n∑
k=0

′h(t, tk)

ϕ+n (tk)|tk − t|−η
tk+1∫
tk

[(τ − 1)δ−

−(tk − 1)δ]dτ + ϕ−n (t)|tk − t|−η
tk+1∫
tk

(τ − 1
τ

)δ
−
(
tk − 1
tk

)δ dτ

 .

Пусть xn(t) = (t− 1)δϕ+n (t) +
(
t−1
t

)δ
ϕ−n (t). Тогда через x̄n(t) обо-

значим функцию, равную (t−1)δϕ+n (tk)+
(
t−1
t

)δ
ϕ−n (tk) в промежутке

[tk, tk+1);
∑
k

′h(tj, tk) означает суммирование по k 6= j.
Можно показать, что ‖I1‖ ≤ A‖xn‖n−β lnn; ‖I2‖ ≤ A‖xn‖n−(1−η) lnn;

‖I3‖ ≤ A‖xn‖n−α lnn.
Оценим

|I4′| =
∣∣∣∣∣∣∣P n

(t− 1)s(t)ψ−(t) 2n∑
k=0

′h(t, tk)ϕ+n (tk)
tk+1∫
tk

(τ − 1)δ (|τ − t|−η−

−|tk − t|−η
)
dτ
]∣∣∣ ≤ A lnn

∣∣∣∣∣∣∣
2n∑
k=0

′
tk+1∫
tk

(τ − 1)δ ∣∣∣|τ − t|−η − |tk − t|−η∣∣∣ dτ×

×max |ϕ+n | ≤ An1+η+|ξ|
∣∣∣∣∣∣∣
2n∑
k=0

1

k1+η

tk+1∫
tk

|τ − tk| dτ
∣∣∣∣∣∣∣max |ϕ+n | lnn ≤
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≤ An−(1−η+ξ)‖xn‖ lnn.
Аналогично

|I ′′4 | =
∣∣∣∣∣∣P̄n

(t− 1)s(t)ψ−(t) 2n∑
k=0

′h(t, tk)ϕ−n (tk)×

×
tk+1∫
tk

(
τ − 1
τ

)δ (|τ − t|−η − |tk − t|−η) dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ An−(1−η+ξ)‖xn‖ lnn;

|I5| ≤ An−(1−η−ξ) lnn‖xn‖.
Собирая вместе оценки I1, . . . , I5, имеем:

‖I‖ = ‖K(3)n − P nK(3)‖ ≤ A
(
n−λ2 + n−β

)
lnn. (4.16)

Из оценок (4.15)−(4.16) и общей теории приближенных методов
анализа следует справедливость теоремы.
Доказательство теоремы 4.4. B подпространстве X∗n, состо-

ящем из функций xn(t) = x+n (t)−x−n (t), определенных выражением
(4.5), уравнения (4.1) и (4.7) эквивалентны следующим:

K(4)xn ≡ ϕ+n (t)−G(t)
(
t− 1
t

)δ
(t− 1)−δϕ−n (t)+

+(t− 1)−δs(t)Uγ
[
h(t, τ)|τ − t|−ηxn(τ)

]
= (t− 1)−δs(t)f(t),

K(4)n xn ≡ P n
ϕ+n (t)−G(t)

(
t− 1
t

)δ
(t− 1)−δϕ−n (t)+

+(t− 1)−δs(t)Uγ
[
P̄ τn [h(t, τ)d(t, τ)xn(τ)]

]]
= P̄n

[
(t− 1)−δs(t)f(t)] .

Функция G1(t) = G(t)
(
t−1
t

)δ
(t − 1)−δ удовлетворяет условию

Гельдера с показателем α. Повторяя сделанные при доказатель-
стве предыдущей теоремы выкладки, убеждаемся в справедливо-
сти теоремы 4.4.
Доказательство теоремы 4.5. Пусть решение краевой задачи

Φ+(t) = G(t)Φ−(t) имеет вид (t−1)δϕ0(t), где ϕ0(t) ∈ Hα (t ∈ (γ\1)),
δ = ξ+ iζ. При обосновании предложенной вычислительной схемы
необходимо различать два случая: а) ξ > 0 и б) ξ ≤ 0.
Проведем обоснование в случае ”а”. Уравнения (4.1) и (4.3) экви-

валентны краевым задачам (4.11) и (4.12). Введем полином

ϕn(t) = ψ
−
n (t)x

+
n (t)−ψ+n (t)x−n (t)+Tn

[
ψ−(t)s(t)Uγ (h(t, τ)d∗(t, τ)xn(τ))

]
,
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где ψn(t) = Tn[ψ], d∗(t, τ) = ρ−η при |τ − t| ≤ ρ, d∗(t, τ) = |τ − t|−η
при |τ − t| > ρ. Повторяя рассуждения, сделанные в §3, можно
показать, что

‖K(2)xn − ϕn‖+ ‖P̄n(K(2)xn − ϕn)‖ ≤
≤ A (n−α + n−αρ1−η + ρ−2ηn−η + n−ξ) ‖xn‖,
‖P̄nK(2)xn −K(2)n xn‖ ≤ A

(
n−α + ρ−2ηn−η

) ‖xn‖.
Полагая ρ = n−η/(1+η), получаем, что при n таких, что

q = A
(
n−α + n−ξ + n−η(1−η)/(1+η)

)
< 1,

система уравнений (4.3) имеет единственное решение x∗n и спра-
ведлива оценка ‖x∗ − x∗n‖ ≤ Aq, где x∗ − решение уравнения (4.1).
Приближенное решение с. и. у. (4.1) в случае ”а” обосновано.
Перейдем к случаю ”б”. Функцию G(t) можно представить в ви-

де G(t) = (t − 1)Φ+(t)/(t − 1)Φ−(t), где Φ+(t) и Φ−(t) − решения
краевой задачи Φ+(t) = G(t)Φ−(t). Уравнения (4.1) и (4.3) эквива-
лентны краевым задачам

K(5)x ≡ t ((t− 1)/t) Φ−(t)x+(t)− (t− 1)Φ+(t)x−(t)+
+(t− 1)Φ−(t)s(t)Uγ

(
h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)) = (t− 1)Φ−(t)s(t)f(t)

и

K(5)n xn ≡ P̄n
[
t ((t− 1)/t) Φ−(t)x+n (t)− (t− 1)Φ+(t)x−n (t)+

+(t− 1)Φ−(t)s(t)Uγ
(
P̄ τn [h(t, τ)d(t, τ)xn(τ)]

)]
= P̄n

[
(t− 1)Φ−(t)d(t)f(t)] .

Введем полином

ϕn(t) = tT
∗
n

[
t− 1
t
Φ−(t)

]
x+n (t)− Tn

[
(t− 1)Φ+(t)]x−n (t)+

+Tn
[
(t− 1)Φ−(t)s(t)Uγ

(
h(t, τ)|τ − t|−ηxn(τ)

)]
.

Можно показать, что

‖K(5)xn − ϕn| ≤ A
(
n−α + n−αρ1−η + ρ−2ηn−η + n−(1−|ξ|)

) ‖xn‖,
‖P̄nK(5)xn −K(5)n xn‖ ≤ A

(
n−α + ρ−2ηn−η

) ‖xn‖.
Полагая ρ = n−η/(1+η), получаем, что при n таких, что q =

A(n−α +
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+n−(1−|ξ|)+n−η(1−η)/(1+η)) < 1, система уравнений (4.3) имеет един-
ственное решение x∗n и справедлива оценка ‖x∗−x∗n‖ ≤ Aq. Теорема
доказана.
Доказательство теоремы 4.6. Введем уравнение

K(6)x ≡ a(t)x(t) + b(t)Sγ (x(τ)) + Uγ (h(t, τ)d∗(t, τ)x(τ)) = f(t),
(4.17)

где d∗(t, τ) = |τ − t|−η при |τ − t| ≥ ρ, d∗(t, τ) = ρ−η при |τ − t| < ρ
(величина ρ фиксируется ниже), и оценим норму разности

‖Kx−K(6)x‖ =
∣∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

∣∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

h(eis, eiσ)
(|eiσ − eis|−η − d∗(eis, eiσ))x(eiσ)×

×eiσdσ∣∣∣p ds∣∣∣1/p ≤
∣∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

∣∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

|h(eis, eiσ)| ∣∣∣|eiσ − eis|−η − d∗(eiseiσ)∣∣∣1/q ×
× ∣∣∣|eiσ − eis|−η − d∗(eis, eiσ)∣∣∣1−1/q |x(eiσ)|dσ∣∣∣∣p ds∣∣∣∣1/p ≤ Aρ1−η‖x‖.
При ρ таких, что q = Aρ1−η < 1, оператор K(6) непрерывно

обратим и справедливо неравенство ‖[K(6)]−1‖ ≤ A/(1− q).
Метод механических квадратур для уравнения (4.17) в опера-

торной форме записывается следующим образом:

K(6)n xn ≡ P̄n [a(t)xn(t) + b(t)Sγ (xn(τ))+
+Uγ

(
P̄ τn [h(t, τ)d

∗(t, τ)xn(τ)]
)]
= P̄n [f(t)] . (4.18)

Решение краевой задачи Φ+(t) = G(t)Φ−(t) имеет вид (t −
1)δϕ(t), где δ = ξ + iζ, ϕ ∈ Hα. Рассмотрим отдельно два случая:
а) ξ > 0 и б) −1 < ξ ≤ 0.
Остановимся вначале на случае ”а”. Представим уравнения

(4.17) и (4.18) в виде краевых задач

K(7)x ≡ V x+Wx = y, K(7)n xn ≡ Vnxn +Wnxn = yn,
где операторы V, W, Vn, Wn и функции y, yn определены в § 2. Вве-
дем полином ϕn(t) = ψ−n x+n−ψ+n x−n +Uγ (T tn [`(t)h(t, τ)d∗(t, τ)]xn(τ)).
Можно показать, что ‖K(7)xn−ϕn‖ ≤ A

(
n−α + n−η/ρ−2η + n−ξ

) ‖xn‖.
Для простоты выкладок полагаем, что ηq < 1, где p−1 + q−1 = 1.
Покажем теперь, что аналогичная оценка справедлива и для ве-

личины ‖P̄nK(7)xn − ϕn‖. Очевидно,
‖P̄n

[
Uγ
(
Dtn [`(t)h(t, τ)d

∗(t, τ)]xn(τ)
)] ‖ =
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=

 1
πi

∫
γ

|P̄n
[
Uγ
(
Dtn [l(t)h(t, τ)d

∗(t, τ)]xn(τ))
]
dτ
∣∣∣p dt


1/p

≤

≤
 1
πi

∫
γ

|P̄n
[
Uγ
(
Dtn [`(t)h(t, τ)d

∗(t, τ)]xn(τ)
)] |2dτdt


p/2 ∫

γ

dτ


2−p
p


1/p

≤

≤ A
∫
γ

|P̄n
[
Uγ
(
Dtn [l(t)h(t, τ)d

∗(t, τ)]xn(τ)
)
dτ
]2
dt


1/2

≤

≤ A(n−α + n−ηρ−2η + n−ξ)‖xn‖.
Здесь Dtn = I − T tn. Из полученных оценок следует, что при n и

ρ таких, что q2 = max(q1, A(n−α + n−ηρ−2η + n−ξ)) < 1, оператор
K(7)n непрерывно обратим, причем ‖[K(7)n ]−1‖ ≤ ‖[K(6)]−1‖/(1− q2).
Так как уравнения K(6)n xn = fn и K

(7)
n xn = yn эквивалентны, то

операторK(6)n непрерывно обратим. Норму оператора [K(6)n ]
−1 мож-

но оценить, повторяя выкладки, неоднократно проделанные выше.
Введя обозначение b(t, τ) = d∗(t, τ)− d(t, τ), оценим величину:
‖Knxn −K(6)n xn‖ = ‖P̄n [l(t)Uγ (P τn [h(t, τ)b(t, τ)xn(τ)])] ≤

≤
∣∣∣∣∣∣∣
1

2π

2π∫
0

∣∣∣∣∣∣∣
1

2π

2π∫
0

P̄ snP̄
σ
n

[
`(eis)h(eis, eiσ)b(eis, eiσ)xn(e

iσ)
]
eiσdσ

∣∣∣∣∣∣∣
p

ds

∣∣∣∣∣∣∣
1/p

≤

≤ max
 1
2π

2π∫
0

∣∣∣P̄ snP̄ σn [`(eis)h(eis, eiσ)b(eis, eiσ)]∣∣∣ dσ

1/q

×

×max
 1
2π

2π∫
0

∣∣∣P̄ snP̄ σn [`(eis)h(eis, eiσ)b(eis, eiσ)]∣∣∣ ds

1/p

‖xn‖ = I1I2‖xn‖.

Нетрудно видеть,что

I1 = maxs

 1
2π

2π∫
0

∣∣∣P̄ snP̄ σn [l(eis)h(eis, eiσ)b(eis, eiσ)]∣∣∣ dσ

1/q

=

= max
s

 1
2π

2π∫
0

∣∣∣∣∣∣
2n∑
j=0

 2n∑
k=0

l(eisj)h(eisj , eisk)b(eisj , eisk)ψk(σ)

ψj(s)
∣∣∣∣∣∣ dσ


1/q

≤
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≤ A lnnmax
sj

 1
2π

2π∫
0

∣∣∣∣∣∣
2n∑
k=0

l(eisj)h(eisj , eisk)b(eisj , eisk)ψk(σ)

∣∣∣∣∣∣ dσ

1/q

≤

≤ A lnnmax
sj

 1
2π

2π∫
0

∣∣∣∣∣∣
j+ν∑
k=j−ν

l(eisj)h(eisj , eisk)b(eisj , eisk)ψk(σ)

∣∣∣∣∣∣ dσ

1/q

≤

≤ A
 2π∫
0

∣∣∣∣∣∣
ν∑

k=−ν
′n
η

kη
ψk(σ)

∣∣∣∣∣∣ dσ

1/q

lnn.

Здесь ν = [ρ(2n+1)/2π]+1,
∑′ означает суммирование по k 6= 0.

Так как
2π∫
0
|ψk(σ)| dσ ≤ A lnn/n, то

A

 2π∫
0

∣∣∣∣∣∣
ν∑

k=−ν
′nηk−ηψk(σ)

∣∣∣∣∣∣ dσ

1/q

lnn ≤ A
 ν∑
k=−ν

′nηk−η
2π∫
0

|ψk(σ)|dσ

1/q

lnn ≤

≤ A[nη−1(ν1−η − 1)]1/q(lnn)1+1/q ≤ Aρ(1−η)q(lnn)1+1/q.
Из полученных неравенств следует оценка I1 ≤ Aρ(1−η)/q ln(q+1)/q n.
Оценка выражения I2 проводится аналогично, и в результате

имеем неравенство I2 ≤ Aρ(1−η)/p ln(p+1)/p n.
Следовательно, ‖Knxn −K(6)n xn‖ ≤ Aρ1−η‖xn‖ ln2 n.
Из полученных оценок, полагая для определенности ρ =

n−α/(1+α−η), получаем, что при n таких, что q = A
[
n−ξ + n−

α(1−η)
1+α−η + n−

η(1−η)
1+η

]
ln2 n <

< 1, система уравнений (4.3) имеет единственное решение x∗n и
справедлива оценка ‖x∗ − x∗n‖ ≤ Aq, где x∗ − решение уравнения
(4.1).
В случае ”а” теорема доказана.
Обоснование исследуемой вычислительной схемы в случае ”б”

является объединением сделанных выше выкладок и рассуждений
из второй части доказательства теоремы 4.5. Теорема доказана.
Доказательство теоремы 4.7 принципиально не отличается

от доказательства теоремы 4.5.

5. Исключительные случаи сингулярных интегральных
уравнений

В предыдущих параграфах рассматривались с.и.у.

a(t)x(t) +
b(t)

πi

∫
γ

x(τ)

τ − tdτ +
∫
γ

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t)
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нормального вида [125], т.е. предполагалось выполнение условия
a2(t)− b2(t) 6= 0 на контуре γ.
В случае, когда условие нормальности нарушается в конечном

числе точек, при ряде дополнительных условий построены и обо-
снованы приближенные методы проекционного типа [73], [135] для
решения с.и.у.
Большое число прикладных задач сводится к различным клас-

сам с.и.у., у которых условие нормальности нарушается во всей
области определения уравнений.
М.М. Лаврентьев [109], [110] выделил следующие классы с.и.у., у

которых условие нормальности нарушается во всей области опре-
деления уравнений:

x(t) +
1

πi

∞∫
−∞

x(τ)dτ

τ − t = f(t), (5.1)

1

πi

∞∫
−∞

x(τ1, t2)dτ1
τ1 − t1 +

1

πi

∞∫
−∞

x(t1, τ2)dτ2
τ2 − t2 = f(t1, t2), (5.2)

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(
1

τ1 − t1 −
1

τ2 − t2
)
x(τ1, τ2)dτ1dτ2 = f(t1, t2), (5.3)

и поставил задачу исследования единственности их решения. Эта
задача решалась в работе автора [29], где выделен ряд классов
единственности решений и исследована их устойчивость.
В этом параграфе даны приближенные методы решения син-

гулярных интегральных уравнений, у которых нарушено условие
нормальности на многообразиях меры, большей чем нуль. Полу-
ченные при этом результаты распространяются и на уравнения
(5.1) − (5.3).

5.1. Методы регуляризации характеристических
сингулярных интегральных уравнений

С характеристическими c. и. у.

K0x ≡ a(t)x(t) + b(t)Sγ (x(τ)) = f(t) (5.4)

и эквивалентными им краевыми задачами

Lϕ ≡ ϕ+(t) = G(t)ϕ−(t) + g(t) (5.5)

приходится сталкиваться при решении многих задач. Рассмотрим
исключительный случай уравнений (5.4) и (5.5) − случай, когда
a2 − b2 может обращаться в нуль, и случай, когда функция G(t)
может принимать значения, равные нулю и бесконечности.
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Вначале займемся краевой задачей (5.5). Пусть функция G(t)
представима в виде G(t) = G1(t)G2(t), где G1(t) − функция, удо-
влетворяющая условию Гельдера и не обращающаяся в нуль на
контуре γ, а G2(t) − функция, обращающаяся в нуль на некото-
ром многообразии, принадлежащем γ, причем изменение аргумен-
та функции G2(t) при обходе контура γ не превосходит π. Из усло-
вий, наложенных на функцию G2(t), следует, что найдется такое
комплексное число α, что |αG2(t)−1| ≤ 1. Решение уравнения (5.5)
будем искать методом итерации

ψn+1(t) = αnψn(t)+(1−αn)
(αG2(t)− 1)

−1
2
ψn(t) +

1

2πi

∫
γ

ψn(τ) dτ

τ − t

+
+g∗(t)] , 0 < ε0 ≤ αn ≤ 1− ε1 < 1. (5.6)

При переходе от уравнения (5.5) к итерационной схеме (5.6)
была сделана замена переменных ψ+(t) = ϕ+(t)δ+(t), ψ−(t) =
α−1ϕ−(t)δ−(t) и осуществлен переход к уравнению ψ+(t) =

αG2(t)ψ
−(t) + g∗(t). Здесь G1(t) =

δ−(t)
δ+(t)
, g∗(t) = δ+(t)g(t). Затем,

вычитая из обеих частей последнего уравнения функцию ψ−(t),
имеем:

ψ(t) = (αG2(t)− 1)ψ−(t) + g∗(t).
Заменив здесь функцию ψ−(t) на функцию

−1
2
ψ(t) +

1

2πi

∫
γ

ψ(τ) dτ

τ − t ,
окончательно получаем уравнение:

ψ(t) = (αG2(t)− 1)
−1
2
ψ(t) +

1

2πi

∫
γ

ψ(τ) dτ

τ − t

+ g∗(t).
Применив к этому уравнению метод последовательных прибли-

жений, изученный в статье Л. И. Обломской [127], приходим к ме-
тоду последовательных приближений (5.6). Анализируя этот ме-
тод в метрике L2(γ), убеждаемся, что так как∥∥∥∥∥∥∥(αG2(t)− 1)

−1
2
ψ(t) +

1

2πi

∫
γ

ψ(τ)

τ − t dτ

∥∥∥∥∥∥∥
L2

= 1,

то выполнены условия теоремы Л. И. Обломской и итерационный
процесс (5.6) сходится к решению уравнения (5.5), если последнее
существует.
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Проведем дискретизацию итерационного метода (5.6). Обозна-

чим через ψ̃(t) полином ψ̃(t) =
m∑

k=−m
αkt

k. Вместо итерационной

схемы (5.6) имеем

ψ̃n+1(t) = αnψ̃n(t) + (1− αn)Pm
[
(αG2(t)− 1)

(
−1
2
ψ̃n(t)+

+
1

2πi

∫
γ

ψ̃n(τ) dτ

τ − t

+ g∗(t)
 . (5.7)

Легко проверить, что∥∥∥∥∥∥∥Pm
(αG2(t)− 1)

−1
2
ψ̃n(t) +

1

2πi

∫
γ

ψ̃n(τ) dτ

τ − t



∥∥∥∥∥∥∥
L2

= 1.

Таким образом, выполнены условия теоремы Л. И. Обломской и
итерационный процесс (5.7) сходится к одному из решений урав-
нения ψ̃(t) = Pm

[
(αG2(t)− 1) ψ̃− + g∗(t)

]
, если они существуют.

Перейдем к с. и. у. (5.4). В книге [82] исследовалась примени-
мость метода простой итерации к уравнению (5.4) при минималь-
ных ограничениях на гладкость исходных данных и на условия
обращения a2(t) − b2(t) в нуль на γ. Для этого была предложена
замена x = λx1+µSγx1, λ2 6= µ2, и было показано, что при условиях
vraimax

t∈γ
∣∣∣ z+δ
zδ+1

∣∣∣ ≤ q < 1 (z = a/b, δ = λ/µ) метод простой итерации
сходится к решению уравнения

x1 = (aµ+ bλ)(aλ+ bµ)
−1Sγx1 + f(aλ+ bµ)−1, (5.8)

полученного из (5.4) указанной выше заменой.
После того, как уравнение (5.4) было сведено к уравнению (5.8),

применим к последнему итерационный метод

xn+11 = αnx
n
1 + (1− αn)

(
f(aλ+ bµ)−1 + (aµ+ bλ)(aλ+ bµ)−1Sγxn1

)
.

(5.9)
При условии vraimax

t∈γ
∣∣∣ z+δ
zδ+1

∣∣∣ ≤ 1 итерационный процесс (5.9) схо-
дится к одному из решений уравнения (5.4) (при условии, что оно
разрешимо).
При решении краевой задачи (5.5) можно воспользоваться ме-

тодом регуляризации А. Н. Тихонова. Предположим, что уравне-
ние (5.5) имеет решение ϕ∗(t), причем vraimax |ϕ∗±(t)| ≤ K =
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const. Кроме того, предположим, что существует семейство функ-
ций R(t, λ), удовлетворяющих следующим условиям: 1) функции
R(t, λ) не обращаются в нуль при всех значениях 0 < λ ≤
λ0; 2) изменение аргумента функции R(t, λ) не превышает ве-
личины π − δ(λ), где δ(λ) > 0, при всех λ из интервала 0 <
λ ≤ λ0; 3) справедливо соотношение ‖R(t, λ)−G2(t)‖L2γ(λ)/(1 −
max
t
|R(t, λ)γ(λ)− 1|)→ 0 при λ→ 0.

Здесь γ(λ) − комплексное число, такое, что справедливы нера-
венства − (π − δ(λ)) /2 < arg[γ(λ)R(t, λ)] < (π − δ(λ)) /2. Суще-
ствование такого числа следует из условий 1, 2.
В качестве регуляризированного возьмем уравнение

ψ+(t) = R(t, λ)ψ−(t) + g∗(t), (5.10)

где ψ+(t) = ϕ+(t)δ+(t), ψ−(t) = γ(λ)−1ϕ−(t)δ−(t), G1(t) =
δ−(t)/δ+(t),
g∗(t) = g(t)δ+(t).
Покажем, что при выполнении условий 1 и 2 уравнение (5.10)

имеет единственное решение, которое может быть получено мето-
дом простой итерации ψn+1(t) = (R(t, λ)γ(λ)− 1)ψ−n (t) + g∗(t).
Из теоремы Банаха следует, что оператор

Kλψ = ψ(t)− (R(t, λ)γ(λ)− 1)
(
−1
2
ψ(t) +

1

2
Sγ (ψ(t))

)

имеет линейный обратный с нормой удовлетворяющей неравенству
‖K−1λ ‖ ≤ (1−maxt |R(t, λ)γ(λ)− 1|)

−1.
Покажем, что на множестве существенно ограниченных функ-

ций оператор Kλ является регуляризующим. Пусть ψ±(t) ∈ L∞.
Представим уравнение (5.5) в виде Lψ ≡ ψ+(t) = G2(t)γ(λ)ψ−(t)+
g∗(t), где ψ+ = ϕ+δ+, ψ− = γ−1(λ)ϕ−δ−. Тогда

‖K−1λ Lψ − ψ‖L2 = ‖K−1λ (Lψ −Kλψ)‖L2 ≤ ‖K−1λ ‖ ‖Lψ −Kλψ‖L2 ≤
≤ ‖K−1λ ‖ ‖(R(t, λ)−G2(t)) γ(λ)ϕ−(t)‖L2 ≤
≤ ‖K−1λ ‖ ‖R(t, λ)−G2(t)‖L2vraimax |ψ−(t)|.

Из условия 3 следует, что ‖K−1λ Lψ−ψ‖L2 → 0. Это доказывает,
что оператор Kλ является регуляризующим на множестве суще-
ственно ограниченных функций.

5.2. Проекционные методы решения сингулярных
интегральных уравнений в исключительных случаях на

замкнутых контурах
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Рассмотрим сингулярное интегральное уравнение вида

a(t)x(t) +
b(t)

πi

∫
γ

x(τ)

τ − tdτ +
∫
γ

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), (5.11)

где t ∈ γ, a2(t)− b2(t) может обращаться в нуль на γ, b(t) 6= 0, γ−
единичная окружность с центром в начале координат на комплекс-
ной плоскости. Будем полагать, что a(t), b(t) ∈ Hα, h(t, τ) ∈ Hαα.
Перейдем сначала с помощью преобразования Гильберта от

уравнения (5.11) к следующему уравнению:

a(eis)x(eis)− ib(e
is)

2π

2π∫
0

x(eiσ)ctg
σ − s
2
dσ+

+i
2π∫
0

h(eis, eiσ)x(eiσ)eiσdσ +
b(eis)

2π

2π∫
0

x(eiσ)dσ = f(eis), 0 ≤ s < 2π.
(5.12)

Для простоты обозначений вместо (5.12) будем рассматривать
уравнение

a(s)x(s) +
b(s)

2π

2π∫
0

x(σ)ctg
σ − s
2
dσ +

1

2π

2π∫
0

h(s, σ)x(σ)dσ = f(s).

(5.13)
Построим вычислительную схему для решения уравнения (5.13).

Для этого выберем сетку узлов

sk =
πk

n
, s∗k =

πk

n
+ h, 0 < h <

π

2n
, k = 0, . . . , 2n.

Параметр h определяется ниже.
Решение будем искать в виде полинома

xn(s) =
2n−1∑
k=0

akψk(s),

где ψk(s) - фундаментальные полиномы по узлам s∗k, k =
0, 1, . . . , 2n,

ψk(s) =

{
0, s = s∗l , l 6= k;
1, s = s∗k.

Построим квадратурную формулу для вычисления сингулярно-
го интеграла из уравнения (5.13) при s ∈ [sj, sj+1) в виде

Sx =
1

2π

2n−1∑
k=0,k 6=j−1,j+1

x(s∗k)
sk+1∫
sk

ctg
σ − s
2
dσ + Rn. (5.14)
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К уравнению (5.13) применим метод коллокации, воспользовав-
шись квадратурной формулой (5.14) и принимая за узлы коллока-
ции s∗k, k = 0, . . . , 2n− 1. При этом получим систему уравнений

a(s∗j)x(s
∗
j) +

b(s∗j)
2π

2n−1∑
k=0,k 6=j−1,j+1

x(s∗k)
sk+1∫
sk

ctg
σ − s∗j
2
dσ+

+
1

2n

2n−1∑
k=0

h(s∗j , s
∗
k)x(s

∗
k) = f(s

∗
j), j = 0, . . . , 2n− 1. (5.15)

Докажем, что полученная система имеет единственное решение.
Для этого воспользуемся теоремой Адамара.
Обозначим для краткости aj = a(s∗j), bj = b(s∗j), hjk = h(s∗j , s∗k).

Рассмотрим диагональные элементы матрицы системы (5.15)

|cjj| =
∣∣∣∣∣∣∣aj +

bj

π
ln

∣∣∣∣∣∣∣
sin

sj+1−s∗j
2

sin
sj−s∗j
2

∣∣∣∣∣∣∣+
hjj

2n

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣aj + bjπ ln
∣∣∣∣∣∣
sin
(
π
2n
− h
2

)
sin h2

∣∣∣∣∣∣+ hjj2n
∣∣∣∣∣∣ .

Так как bj 6= 0 при j = 0, . . . , 2n−1, то выбором h коэффициенты
cjj могут быть сделаны как угодно большими. С другой стороны,
имеем
2n−1∑
k=0,k 6=j

|cjk| ≤ 1
2n

2n−1∑
k=0,k 6=j

|hjk|+ |bj|
2π

2n−1∑
k=0,k 6=j,j−1,j+1

∣∣∣∣∣∣
sk+1∫
sk

ctg
σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1
2n

2n−1∑
k=0,k 6=j

|hjk|+ |bj|
2π

2n−1∑
k=0,k 6=j,j−1,j+1

π

2|k − j| ≤

≤ 1
2n

2n−1∑
k=0,k 6=j

|hjk|+ |bj|
4

j−1∑
k=0

1

j − k +
2n∑
k=j+1

1

k − j
 ≤

≤ A+ B lnn.
Таким образом, условия теоремы Адамара выполняются и си-

стема (5.15) имеет единственное решение.
Оценим погрешность замены сингулярного интеграла из урав-

нения (5.13) квадратурной формулой (5.14). Предварительно по-
кажем, что для каждого узла s∗j , j = 0, 1, . . . , 2n − 1, существует
такая функция ψ(s), что

ψ(s∗j) = x(s
∗
j)
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и
sj∫
sj−1
ψ(σ)ctg

σ − s∗j
2
dσ +

sj+2∫
sj+1

ψ(σ)ctg
σ − s∗j
2
dσ = 0. (5.16)

При этом контур [0, 2π] будем считать закольцованным, т.е.
нуль отождествляется с 2π.
В качестве простейшего представителя функции ψ(σ) можно

взять прямую
ψ(σ) = x(s∗j) + k(σ − s∗j), (5.17)

где k = −nx(s∗j )
2π
ln

sinh2
sinπ

n
−h2
sin 2π

n
−h2

sinπ
n
+h2
. Нетрудно видеть, что k = 0 при

s∗j = (sj + sj+1)/2.
Тогда погрешность квадратурной формулы (5.14) оценивается

неравенством

2π |Rn| ≤
∣∣∣∣∣∣

2n−1∑
k=0,k 6=j−1,j+1

sk+1∫
sk

[(x(σ)− (x(s∗k)] ctg
σ − s∗j
2
dσ+

+

sj∫
sj−1
(x(σ)− ψ(σ))ctgσ − s

∗
j

2
dσ +

sj+2∫
sj+1

(x(σ)− ψ(σ))ctgσ − s
∗
j

2
dσ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣∣∣
sj+1∫
sj

(x(σ)− x(s∗j))ctg
σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣
2n−1∑

k=0,k 6=j,j−1,j+1

sk+1∫
sk

(x(σ)− x(s∗j))ctg
σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
sj∫
sj−1
(x(σ)− x(s∗j))ctg

σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
sj∫
sj−1
(ψ(s∗j)− ψ(σ))ctg

σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
sj+2∫
sj+1

(x(σ)− x(s∗j))ctg
σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
sj+2∫
sj+1

(ψ(σ)− ψ(s∗j))ctg
σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣∣ = I1 + · · ·+ I6.
Оценим каждое из слагаемых I1 ÷ I6 в отдельности: I1 ≤ An−α;

I2 ≤ An−α lnn; I3 + I4 ≤ An−α; I5 + I6 ≤ Akn−1.
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Таким образом, при h таких, что k ≤ n1−α, имеем Rn ≤
An−α lnn. Пусть уравнение (5.13) при правой части f имеет един-
ственное решение x∗ ∈ Hα, 0 < α ≤ 1. Было показано, что при до-
статочно малых h, таких что выполняются условия теоремы Ада-
мара, система (5.15) имеет единственное решение x∗n. Обозначим
через Kn оператор, описываемый системой уравнений (5.15) в про-
странстве R2n, а через K − оператор, описываемый уравнением
(5.13). Обозначим через Pn оператор, проектирующий простран-
ство X = Hβ (0 < β < α) на интерполяционные многочлены по
узлам s∗k, k = 0, 1 . . . , 2n− 1. Тогда

x∗n − Pnx∗ = K−1n (Kn(x∗n − Pnx∗)) =
= K−1n (Pnf −KnPnx∗) = K−1n (PnKx∗ −KnPnx∗) =

= K−1n (PnKx
∗ − PnKPnx∗) +K−1n (PnKPnx∗ − PnKnPnx∗).

Переходя к норме в пространстве R2n, имеем:

||x∗n − Pnx∗|| ≤ A||x∗ − Pnx∗|| ln2 n+ A
ln2 n

nα
≤ A ln

3 n

nα
.

Таким образом,

||x∗ − x∗n|| ≤ ||x∗ − Pnx∗||+ ||Pnx∗ − x∗n|| ≤ A
ln3 n

nα
.

Теорема 5.1 [50]. Пусть уравнение (5.13) имеет единственное
решение x∗(t) ∈ Hα, 0 < α ≤ 1. Существуют такие значения h,
что система уравнений (5.15) имеет единственное решение x∗n(t), и
при h таких, что коэффициент k прямой (5.16) по модулю меньше

или равен n1−α, справедлива оценка ||x∗ − x∗n|| ≤ A ln
3 n
nα
.

Замечания. 1. Если уравнение (5.13) имеет несколько решений,
то, как видно из доказательства теоремы, последовательность x∗n
при n→∞ стремится к одному из этих решений.
2. Выше в качестве функции ψ(σ) была выбрана прямая (5.16).

Можно подобрать функции ψ(σ) таким образом, что условие теоре-
мы 5.1 будет выполнено при гораздо менее сильных ограничениях
на h. Пусть, например, 0 < h < π/(2n). Тогда в качестве ψ(σ)
можно взять, например, функцию

ψ(σ) =


x(s∗j), σ ∈ [sj, sj+1],

x(s∗j) + A1|σ − sj|γ1, σ ∈ [sj−1, sj],
x(s∗j) + A2|σ − sj|γ2, σ ∈ [sj+1, sj+2],

0 при остальных значениях σ.
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Здесь Ai и γi, i = 1, 2, подбираются таким образом, чтобы
sj∫
sj−1
ψ(σ)ctg

σ − s∗j
2
dσ +

sj+2∫
sj+1

ψ(σ)ctg
σ − s∗j
2
dσ = 0.

Отметим, что в качестве ψ(σ) можно взять разрывные функции.

5.3. Проекционные методы решения сингулярных
интегральных уравнений в исключительных случаях на

разомкнутых контурах

Рассмотрим сингулярные интегральные уравнения вида

a(t)x(t) +
b(t)

π

1∫
−1

x(τ)

τ − tdτ +
1∫
−1
h(t, τ)dτ = f(t), −1 < t < 1, (5.18)

где f(t), a(t), b(t) ∈ Hα, h(t) ∈ Hαα, функция b(t) 6= 0, a2(t)− b2(t)
может обращаться в нуль на многообразиях с мерой, большей нуля.
Выберем узлы

tk = −1+k
n
, k = 0, . . . , 2n, t∗j = tj+h, j = 1, 2, . . . , n−1, t∗j = tj+1−h,

j = n, n + 1, . . . , 2n − 2, 0 < h < 1
2n . Параметр h определяется

ниже.
Построим квадратурную формулу для интеграла

I2x =
1∫
−1

x(τ)

τ − tdτ. (5.19)

Эта формула при t ∈ [tj, tj+1), j = 1, 2, . . . , 2n− 2, имеет вид:

I2x = RN +



t2∫
t0

x(t∗1)
τ−t dτ +

2n−3∑
k=2,k 6=j−1,j+1

tk+1∫
tk

x(t∗k)
τ−t dτ+

+
1∫

t2n−2

x(t∗2n−1)
τ−t dτ, j 6= 1, 2n− 2;

t2∫
t1

x(t∗1)
τ−t dτ +

2n−3∑
k=3

tk+1∫
tk

x(t∗k)
τ−t dτ+

+
1∫

t2n−2

x(t∗2n−1)
τ−t dτ, j = 1;

t2∫
t0

x(t∗1)
τ−t dτ +

2n−4∑
k=2

tk+1∫
tk

x(t∗k)
τ−t dτ+

+
t2n−1∫
t2n−2

x(t∗2n−1)
τ−t dτ, j = 2n− 2.

(5.20)
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Заменим в уравнении (5.18) сингулярный интеграл по квадра-
турной формуле (5.20), а интеграл в смысле Римана − по формуле
прямоугольников и к полученному выражению применим метод
коллокации c узлами t∗k, k = 1, . . . , 2n− 2. Тогда получим систему
уравнений следующего вида:

a(t∗j)x(t
∗
j) +

b(t∗j)
π

 t2∫
t0

x(t∗1)
τ − t∗j

dτ +
2n−2∑

k=2,k 6=j−1,j+1

tk+1∫
tk

x(t∗k)
τ − t∗j

dτ +

+
1∫

t2n−2

x(t∗2n−1)
τ − t∗j

dτ

+ π
n

2n−1∑
k=0

h(t∗j , t
∗
k)x(t

∗
k) = f(t

∗
j), j = 2, 2n− 3;

a(t∗j)x(t
∗
j) +

b(t∗j)
π

 t2∫
t1

x(t∗1)
τ − t∗j

dτ +
2n−3∑
k=3

tk+1∫
tk

x(t∗k)
τ − t∗j

dτ+

+
1∫

t2n−2

x(t∗2n−1)
τ − t∗j

dτ

+ π
n

2n−1∑
k=0

h(t∗j , t
∗
k)x(t

∗
k) = f(t

∗
j), j = 1;

a(t∗j)x(t
∗
j) +

b(t∗j)
π

 t2∫
t0

x(t∗1)
τ − t∗j

dτ +
2n−4∑
k=2

tk+1∫
tk

x(t∗k)
τ − t∗j

dτ+

+

t2n−1∫
t2n−2

x(t∗2n−1)
τ − t∗j

dτ

+ π
n

2n−1∑
k=0

h(t∗j , t
∗
k)x(t

∗
k) = f(t

∗
j), j = 2n− 2. (5.21)

Докажем, что система (5.21) имеет единственнное решение. Для
этого воспользуемся критерием Адамара. Для краткости введем
обозначения aj = a(t∗j), bj = b(t∗j), hjk = h(t∗j , t∗k). Обозначим через
cjk, j, k = 1, . . . , 2n− 2, элементы матрицы С системы (5.21).
Рассмотрим диагональные элементы матрицы С

|сjj| =
∣∣∣∣∣∣∣aj +

bj

π

tj+1∫
tj

dτ

τ − t∗j
+
hjj

2n

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣aj + bjπ ln

tj+1 − t∗j
t∗j − tj

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣hjjn

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣aj + bjπ ln
1
n
− h
h

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣hjjn

∣∣∣∣∣ .
Так как bj 6= 0, j = 1 . . . , 2n− 2, то выбором h эта величина может
быть сделана как угодно большой.
С другой стороны, при j 6= 1, 2n− 2 имеем
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2n−1∑
k=1,k 6=j

|cjk| ≤ A

∣∣∣∣∣∣∣
t2∫
0

dτ

τ − t∗j

∣∣∣∣∣∣∣+
2n−2∑

k=2,k 6=j,j−1,j+1

∣∣∣∣∣∣∣
tk+1∫
tk

dτ

τ − t∗j

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
1∫

t2n−2

dτ

τ − t∗j

∣∣∣∣∣∣∣
+ π
n

2n−1∑
k=0,k 6=j

|hjk| ≤

≤ A
ln t∗j − t0
t∗j − tj−1

+ ln
t2n − t∗j
tj+2 − t∗j

+D ≤ E lnn+D.
В остальных случаях оценки аналогичные. Таким образом, усло-

вия теоремы Адамара выполняются, и система (5.21) имеет един-
ственное решение.
Оценим погрешность замены сингулярного интеграла в уравне-

нии (5.18) квадратурной формулой (5.20).
Для этого подберем для каждого узла t∗j , j = 1, . . . , 2n−2, функ-

цию ψ(t), такую, что

ψ(t∗j) = x(t
∗
j),

tj∫
tj−1

ψ(τ)
1

τ − t∗j
dτ +

tj+2∫
tj+1

ψ(τ)
1

τ − t∗j
dτ = 0. (5.22)

Будем полагать, что для каждого j функция ψ(t) = x(t∗j)+k(t−
t∗j) задает прямую, определяемую условиями (5.22). Здесь

k = −x(tj)n
2
ln

h(2/n− h)
(1/n+ h)(1/n− h) . (5.23)

Тогда, полагая для определенности j 6= 1, 2n− 2, получим:

|Rn| ≤
∣∣∣∣∣∣∣
t2∫
−1

x(τ)− x(t∗1)
τ − t∗j

dτ +
1∫

t2n−2

x(τ)− x(t∗2n−1)
τ − t∗j

dτ+

+
2n−2∑

k=2,k 6=j−1,j+1

tk+1∫
tk

(x(τ)− x(t∗k))
dτ

τ − t∗j
+

+

tj∫
tj−1

(x(τ)− ψ(τ))dτ
τ − t∗j

+

tj+2∫
tj+1

(x(τ)− ψ(τ))dτ
τ − t∗j

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣∣∣
t2∫
−1

x(τ)− x(t∗1)
τ − t∗j

dτ

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
1∫

t2n−2

x(τ)− x(t∗2n−1)
τ − t∗j

dτ

∣∣∣∣∣∣∣+
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+

∣∣∣∣∣∣∣
tj+1∫
tj

(x(τ)− x(t∗j))
dτ

τ − t∗j

∣∣∣∣∣∣∣+
2n−1∑

k=3,k 6=j,j−1,j+1

∣∣∣∣∣∣∣
tk+1∫
tk

(x(τ)− x(t∗k))
dτ

τ − t∗j

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
tj∫
tj−1

(x(τ)− ψ(τ))dτ
τ − t∗j

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
tj+2∫
tj+1

(x(τ)− ψ(τ))dτ
τ − t∗j

∣∣∣∣∣∣∣ = r1 + · · ·+ r6.
Оценив каждое слагаемое в отдельности, по аналогии с прове-

денными выше оценками для интегралов с ядром Гильберта, име-
ем:

RN ≤ An−α + Akn−1 + A
nα
ln

(t2n − t∗j) · (t∗j − t0)
h2

 .
По аналогии с доказательством теоремы 5.1, убеждаемся в спра-

ведливости следующего утверждения.
Теорема 5.2 [50]. Пусть уравнение (5.18) имеет единственное

решение x∗(t) ∈ Hα, 0 < α ≤ 1. Существуют такие значения h,
что система уравнений (5.21) имеет единственное решение x∗n(t),
и если h такое, что коэффициент k (5.23) по модулю меньше или

равен n−α+1, то справедлива оценка ‖x∗(t)− x∗n(t)‖ ≤ A ln
3 n
nα
.

Замечание. В случае уравнений на отрезке справедливы заме-
чания, сделанные выше к теореме 5.1.
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6. Приближенное решение нелинейных сингулярных
интегральных уравнений

Параграф посвящен проекционным методам решения нелиней-
ных сингулярных интегральных уравнений различных видов. Обо-
снование проводится в пространствах Гельдера и L2

6.1. Проекционные методы решения нелинейных
уравнений на замкнутых контурах интегрирования.

Рассмотрим нелинейное с.и.у.

Kx ≡ a(t, x(t)) + 1
πi

∫
γ

h(t, τ, x(τ))

τ − t dτ = f(t), (6.1)

где γ− единичная окружность с центром в начале координат.
Вычислительная схема 1. Приближенное решение уравнения

(6.1) ищем в виде полинома

xn(t) =
n∑

k=−n
αkt

k, (6.2)

коэффициенты которого определяются из системы уравнений

a(tj, xn(tj)) +
1

2n+ 1

2n∑
k=0

′h(tj, tk, xn(tk))
(
1− ictgsk − sj

2

)
−

− 2i

2n+ 1
h′u(tj, tj, xn(tj))x

′
ns(e

is
j ) = f(tj), (j = 0, 1, . . . , 2n), (6.3)

где tj = exp(isj), sj = 2πj/(2n + 1),
∑ ′ означает суммирование по

k 6= j, а x′ns означает взятие производной по s.
Теорема 6.1 [10], [13], [17]. Пусть уравнение (6.1) имеет в

некоторой сфере S единственное решение x∗, существует линейный
оператор [K ′(x∗)]−1 и выполнены условия: x∗(t), f(t) ∈ Hα, a(t, u),
a′u(t, u), a′′u(t, u) ∈ Hα,1, h(t, τ, u), h′u(t, τ, u), h′′u(t, τ, u) ∈ Hα,α,1, где
0 < α ≤ 1, |u| <∞. Тогда при n таких, что

q = An−(α/2−β) ln5 n < 1, (6.4)

система уравнений (6.3) имеет решение x∗n и в метрике простран-
ства X = Hβ(β < α), выполняется неравенство

‖x∗ − x∗n‖ ≤ An−(α/2−β) ln2 n. (6.5)
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Вычислительная схема 2. Приближенное решение уравнения
(6.1) в предположении, что a(t, x(t)) = a(t)x(t), ищется в виде по-
линома

xn(s) =
2n∑
k=0

αkψk(s), (6.6)

коэффициенты которого определяются из системы уравнений

a(tj, xn(t̄j)) +
1

2n+ 1

2n∑
k=0

h(tj, tk, αk)

1− ictg2(k − j)π − π
4n+ 2

 =
= f(tj), j = 0, 1, . . . , 2n, (6.7)

где tj = exp(isj), ψk(s) =
1
2n+1(sin

2n+1
2 (s − sk))/sins−sk2 , sk = 2kπ

2n+1 ,

t̄k = e
is̄k , s̄k =

(2k+1)π
2n+1

.

Теорема 6.2 [13 ], [17], [28]. Пусть уравнение (6.1) имеет в
некоторой сфере S единственное решение x∗(t), существует огра-
ниченный правый обратный оператор [K ′(x)]−1r (x ∈ S) и выпол-
нены условия a(t), f(t), x∗(t) ∈ Hα, h(t, τ, u), h′u(t, τ, u) ∈ Hα,α,1
0 < α ≤ 1, |u| <∞. Тогда при n таких, что

q = A ln2 n/nα−β < 1, (6.8)

система уравнений (6.7) имеет единственное решение x∗n и в ме-
трике пространства X = Hβ(0 < β < α2/4) справедлива оценка

‖x∗ − x∗n‖ ≤ An−(α/2−β) ln2 n. (6.9)

Вычислительная схема 3. Приближенное решение уравнения
(6.1) ищется в виде полинома (6.6), коэффициенты {αk} которого
определяются из уравнения

Knxn ≡ P̄n
a(t, xn(t)) + 1

πi

∫
γ

P τn

h(t, τ, xn(τ))
τ − t

 dτ
 = P̄n[f(t)].

(6.10)
Напомним, что через P̄n обозначен проектор на множество три-

гонометрических интерполяционных полиномов порядка n по уз-
лам t̄k = eis̄k , s̄k = (2k + 1)π/(2n+ 1), k = 0, 1, . . . , 2n.
Теорема 6.3 [13], [17], [28]. Пусть уравнение (6.1) имеет в не-

которой сфере S единственное решение x∗(t), существует ограни-
ченный правый обратный оператор [K ′(x)]−1r (x ∈ S) и выполнено
одно из следующих условий:
a) x∗(t) ∈ W rHα, a(t, u) ∈ W r,r+1Hα,1, h(t, τ, u) ∈ W r,r,r+1Hα,α,1,
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б) функции x∗(t), a(t, x∗(t)), h(t, τ, x∗(τ)),− аналитические в
областях R1 < |t| < R2, R1 < |t|, |τ | < R2, где R1 < 1, R2 > 1.
Тогда, если выполнено условие ”а”, то при n таких, что

q = An−r−α+2βln6n < 1, система уравнений (6.10) имеет решение x∗n
и в метрике пространства X = Hβ(0 < β < (r+α)/2) справедлива
оценка ‖x∗−x∗n‖ ≤ An−r−α+β ln2 n. Если же выполнено условие ”б”,
то при n таких, что q = A[Rn+11 +R

−n−1
2 ]n2β ln6 n < 1, система урав-

нений (6.10) имеет решение x∗n и ‖x∗−x∗n‖ ≤ A[Rn+11 +R−n−12 ]nβ ln2 n.
В ряде случаев более предпочтительным является рассмотрение

нелинейных с.и.у. в пространстве L2. Будем искать приближенное
решение уравнения (6.1) с помощью итерационного процесса

xm+1n = xmn − [‖Knxmn ‖2/‖K ′n(x0n)Knxmn ‖2][K ′n(x0n)]∗Knxmn , (6.11)

где

Knxn ≡ P̄n[a(s, xn(s))− i
2π

2π∫
0

P σn

[
h(s, σ, xn(σ))ctg

σ − s
2

]
dσ+

+
1

2π

2π∫
0

P σn [h(s, σ, xn(σ))]dσ − f(s)], x0n(s) = Pn[x0(s)], (6.12)

x0(s)− достаточно хорошее приближение к решению x∗ уравне-
ния (6.1), xn(s) - тригонометрический полином степени не выше n,
a(s) =
= a(eis), h(s, σ) = h(eis, eiσ), xn(s) = xn(e

is).
Пусть выполнены следующие условия: а) функции a(t, x0(t)),

f(t), x0(t), h(t, τ, x0(τ)), или аналитические в кольце R1 ≤ |t|,
|τ | ≤ R2, R1 < 1, R2 > 1, или имеют производные до r порядка
по всем переменным, причем r производные удовлетворяют усло-
вию Гельдера с показателем α; б) в некоторой сфере, определенной
ниже,

max
t,τ∈γ{|h

′
u(t, τ, u1)−h′u(t, τ, u2)|, |h∗(t, τ, u1)−h∗(t, τ, u2)|} ≤ F (u1, u2 ∈ S),

где h∗(t, τ, u) = [h′′u(t, τ, u) − h′′u(τ, τ, u)]/(|τ − t|βexp(iΘ1)), β - про-
извольное число, 0 < β < α, Θ1 = Θ1(τ, t) = arg |τ − t|.
Введем обозначения: δ0 = ‖Kx0 − f‖, δ̃0 = ‖Knx0n‖, B0 =‖[K ′n(x0n)]−1‖, B∗ = max{‖K ′(x0)‖, ‖K ′n(x0n)‖}. Существование кон-

стант B0, ‖K ′(x0n)‖ и их связь с величинами ‖[K ′(x0)]−1‖ и ‖K ′(x0)‖
будут установлены ниже.
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Теорема 6.4 [17], [28]. Пусть в сфере S[x : ‖x− x0‖ ≤ r], r =
= B∗B20 δ̃0/(1− q)+A lnnEn(x0), q = AFB∗B20+

√
(1− B−2∗ B−20 ) < 1,

выполнены условия ”a” и оператор K ′(x0) имеет линейный обрат-
ный (достаточно существования левого обратного). Тогда при n
таких, что p = A ln2 nmax(En(a), En(x0), En(ψ), En(h′u(t, t, x0n(t))),
Et,τn (h

′
u(t, τ, x

0
n(τ)))) < 1, уравнение Knxn = 0 имеет в S единствен-

ное решение x∗n, к которому сходится итерационный процесс (6.11)
со скоростью ‖x∗n − xmn ‖ ≤ qmδ̃0B∗(1 − q). Расстояние между x∗n и
решением x∗ уравнения (6.1) оценивается неравенствами

‖x∗ − x∗n‖ ≤ A ln2 nmax(En(a), En(ψ), En(f), Et,τn (h(t, τ, x∗n(τ))),
‖x∗ − x∗n‖ ≤ B∗δ̃0/(1− q) + En(x0), (6.13)

где ψ(z) = exp{Γ(z)}, Γ(z) = 1
2πi

∫
Γ
(τ − z)−1lnG(τ)dτ,

G(t) = (a(t)− h′u(t, t, x0n(t))/(a(t) + h′u(t, t, x0n(t))).
Доказательство теоремы 6.1. Приближенное решение ищем

в подпространстве Xn ⊂ X полиномов вида (6.2). При выполнении
условий теоремы оператор K имеет производную Фреше

K ′(x)z ≡ a′u(t, x(t))z(t) +
1

πi

∫
γ

h′u(t, τ, x(τ))z(τ)(τ − t)−1dτ, (6.14)

удовлетворяющую в сфере S(x∗, r) с произвольным радиусом r
условию Липшица ‖K ′(x1)−K ′(x2)‖ ≤ A(r)‖x1 − x2‖.
Система уравнений (6.3) в операторной форме записывается в

виде выражения

Kn(xn) ≡ Pn[a(s, xn(s)) + 1
2π

2π∫
0

2n∑
k=0

′h(s, sk, xn(sk))ψk(σ)dσ−

− i
2π

2π∫
0

Pn

[
[h(s, s, xn(σ))− h(s, s, xn(s))]ctgσ − s

2

]
dσ−

− i
2π

2π∫
0

2n∑
k=0

′
{
[h(s, sk, xn(sk))− h(s, s, xn(sk))]ctgsk − s

2
ψk(σ)

} dσ =
= Pn[f(s)].

Через a(s, xn(s)) обозначена функция a(eis, xn(eis)). Аналогич-
но определяются функции h(s, sk, xn(sk)), f(s). Здесь ψk(σ) - фун-
даментальные тригонометрические полиномы по узлам sk =
2kπ/(2n+ 1), k = 0, 1, . . . , 2n.
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Нетрудно видеть, что производная Фреше оператора Kn имеет
вид

K ′n(xn)zn ≡ Pn[a′u(s, xn(s))zn(s)− I1(xn)− I2(xn) + I3(xn)],
где через I1(xn), I2(xn), I3(xn), соответственно обозначены опера-
торы

i

2π
Pn{

2π∫
0

2n∑
k=0

′{[h′u(s, sk, xn(sk))−h′u(s, s, xn(sk))]zn(sk)ctg
sk − s
2
}]ψk(σ)dσ};

i

2π
Pn{

2π∫
0

P σn {[h′u(s, s, xn(σ))zn(σ)− h′u(s, s, xn(s))zn(s)]ctg
σ − s
2
}dσ};

1

2π
Pn{

2π∫
0

2n∑
k=0

′[h′u(s, sk, xn(sk))zn(sk)]ψk(σ)dσ}.

Покажем, что производная Фреше K ′n удовлетворяет условию
Липшица

‖K ′n(x′n)−K ′n(x′′n)‖ ≤ Anβ ln2 n‖x′n − x′′n‖. (6.15)

Доказательство приведем лишь для I2 (для I1 и I3 доказатель-
ство намного проще, нежели для I2). В книге [126] показано, что
2n∑
k=0
|ψk(s) ≤ A lnn. Поэтому

|I2(x′n)− I2(x′′n)| ≤ A lnn{ max0≤j≤2n
2π

2n+ 1
|
2n∑
k=0

′{[h′u(sj, sj, x′n(sk))−

−h′u(sj, sj, x′′n(sk))]zn(sk)− [h′u(sj, sj, x′n(sj))−
−h′u(sj, sj, x′′n(sj))]zn(sj)}ctg

sk − sj
2
+
4

2n+ 1
|[h′′u(sj, sj, x′n(sj))x′n(sj)−

−h′′u(sj, sj, x′′n(sj))x′′n(sj)]zn(sj)|+
4

2n+ 1
|[h′u(sj, sj, x′n(sj))−

−h′u(sj, sj, x′′n(sj))]z′n(sj)|} ≤ A lnn[I4 + I5 + I6].
Оценим |I4|

|I4| ≤ A|x′n − x′′n||zn|
n∑
k=1

k−1 ≤ A‖x′n − x′′n‖‖zn‖ lnn.

Известно следующее неравенство М. Рисса [192]. Если f(s)−
тригонометрический полином степени не выше n, то |f ′(s)| ≤
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nmax
s
|f(s+

+π/2n)− f(s)|/2. Пользуясь этим неравенством, получаем оценки
|I5| ≤ A‖x′n − x′′n‖‖zn‖n−β, ‖I6‖ ≤ A‖x′n − x′′n‖‖zn‖n−β.
Так как ((I2(x′n)− I2(x′′n))− тригонометрический полином степе-

ни n, то |(I2(x′n)−I2(x′′n)| ≤ Anβ lnn‖x′n−x′′n‖‖zn‖. Теперь нетрудно
убедиться в справедливости (6.15).
Из включения x∗(t) ∈ Hα следует существование такого по-

линома x0n(t) ∈ Xn, что ‖x∗ − x0n‖ ≤ An−(α−β). Покажем, что
из существования линейного оператора [K ′(x∗)]−1 следует суще-
ствование линейного оператора [K ′n(x0n)]−1. Пусть ‖[K ′(x∗)]−1‖ =
B0. Тогда из теоремы Банаха следует при n таких, что q =
An−(α−β) < 1, существование оператора [K ′(x0n)]−1 с нормой‖[K ′(x0n)]−1‖ ≤ B0/(1 − q). В §2 показано, что при n таких,
что q = A lnn/nα−β < 1, оператор K ′1n(x0n), где K ′1n(x0n)zn ≡
Pn[a

′
u(t, x

0
n(t))zn(t)+Sγ[h

′
u(t, τ, x

0
n(τ))zn(τ)]], имеет линейный обрат-

ный с нормой ‖[K ′1n(x0n)]−1‖ ≤ A lnn. Для доказательства су-
ществования линейного оператора [K ′n(x0n)]−1 нужно оценить
‖[K ′n(x0n)−K ′1n(x0n)‖. Вначале оценим

‖J‖ = ‖Pn
 2π∫
0

Rσn[h
′
u(s, s, x

0
n(σ))zn(σ)− h′u(s, s, x0n(s))zn(s)]ctg

σ − s
2

 dσ‖,
где Rn = I − Pn. Построим для функции h′u(s, s, x0n(σ)) интерпо-
ляционный полином степени n по переменной σ и по узлам sk =
2kπ(2n+1)−1, k = 0, 1, . . . , 2n. Этот полином будем обозначать че-
рез hn(s, s, σ). Замечая, что [hn(s, s, σ)zn(σ)− hn(s, s, s)zn(s)]ctgσ−s2
по переменной σ является полиномом степени не выше 2n, получа-
ем ‖J‖ ≤ ‖J1‖+ ‖J2‖, где

J1 = Pn

 2π∫
0

[
h′u(s, s, x

0
n(σ))− hn(s, s, σ)

]
zn(σ)ctg

σ − s
2
dσ

 ,

J2 =
2n∑
k=0

Sk(s)ψk(s),

Sk(s) =
2π∫
0

P σn [[[h
′
u(sk, sk, x

0
n(σ))−hn(sk, sk, σ)]zn(σ)−[h′u(sk, sk, x0n(sk))−

−hn(sk, sk, sk)]zn(sk)]ctgσ − sk
2
]dσ.
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Очевидно ‖J1‖ ≤ A ln2 n‖zn‖/nα−β,

|Sk(s)| ≤ 4π

2n+ 1
{|[h′′u(sk, sk, x0n(sk))x0

′
n (sk)− h′nσ(sk, sk, sk)]zn(sk)|+

+|h′u(sk, sk, x0n(sk))− hn(sk, sk, sk)]z′n(sk)|} =
4π

2n+ 1
(|J3|+ |J4|) =

=
4π

2n+ 1
|J3|,

так как J4 = 0 по определению полинома hn(s, s, σ).
Приступим к оценке |J3|.Функция h′u(s, s, x0n(σ)) имеет производ-

ную по σ, входящую в класс Hα с коэффициентом An. Это следует
из условий теоремы и неравенства М. Рисса.
Легко показать, что |J3| ≤ An1−α‖zn‖ lnn.
Из последних двух неравенств следует, что |Sk(s)| ≤ A‖zn‖n−α lnn

и, следовательно, ‖J2‖ ≤ A ln2 n‖zn‖n−(α−β). Отсюда и из оценки
‖J1‖ имеем ‖J‖ ≤ A ln2 n‖zn‖n−(α−β).
Теперь оценим

‖J5‖ = ‖ i
2π
Pn

 2π∫
0

[
h′u(s, σ, x

0
n(σ))− h′u(s, s, x0n(σ))

]
zn(σ)ctg

σ − s
2

 dσ‖−

−I1(x0n) ≤ A lnn‖
2π∫
0

[[h′u(s, σ, xn(σ))−h∗n(s, σ, xn(σ))]−[h′u(s, s, x0n(σ))−

−h∗n(s, s, x0n(σ))]]zn(σ)ctg
σ − s
2
dσ‖+

+

‖Pn[
2π∫
0

2n∑
k=0

′[[h′u(s, sk, x
0
n(sk))− h∗n(s, sk, x0n(sk))]−

−[h′u(s, s, x0n(sk))− h∗n(s, s, x0n(sk))]]zn(sk)ψk(σ)ctg
sk − s
2
dσ]‖+

+‖
2n∑
k=0

2i

2n+ 1
[h∗n(sk, σ, x

0
n(sk))]

′
σ=sk
zn(sk)ψk(σ)‖

 = ‖J6‖+ ‖J7‖,
где h∗n(s, σ, x0n(ν)) − интерполяционный тригонометрический по-
лином степени [n/2] по переменной σ и по узлам sk(k =
0, 1, . . . , 2[n/2]) для функции P ν[n/2][h(s, σ, x

0
n(ν))], т.е. h

∗(s, σ, x0n(ν)) =
= P σ[n/2]P

ν
[n/2][h(s, σ, x

0
n(ν))].
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Нетрудно видеть, что ‖J6‖ ≤ A ln2 n‖zn‖n−(α−β).
Воспользовавшись неравенством М. Рисса, получаем:

‖J7‖ ≤ A ln2 n‖zn‖n−(α−β). Из оценок ‖J6‖ и ‖J7‖ следует, что
‖J5‖ ≤ A ln2 n‖zn‖n−(α−β). Оценка

‖Pn[
2π∫
0

h′u(s, σ, x
0
n(σ))zn(σ)dσ]− I3(x0n)‖ ≤ A lnn‖zn‖n−(α−β) (6.16)

получается без труда. Из оценок ‖J‖, ‖J5‖ и неравенства (6.16)
следует, что

‖K ′1n(x0n)−K ′n(x0n)‖ ≤ A ln2 n/nα−β.
Так как оператор K ′1n(x0n) непрерывно обратим, то, приме-

няя теорему Банаха, получаем, что при n таких, что q =
An−(α−β) ln2 n < 1, оператор K ′n(x0n) имеет линейный обратный с
нормой ‖(K ′n(x0n))−1‖ ≤≤ A lnn. Отметим, что ‖Knx0n‖ ≤ ‖Knx0n−Kx0n‖+ ‖Kx0n−Kx∗‖ ≤
An−(α−β) lnn. В сфере S[x : ‖x − x0n‖ ≤ A ln2 n/nα−β] при n таких,
что q = A lnn

nα−β < 1, выполнены все условия теоремы 6.5 из введе-
ния, из которой следует существование решения x∗n(t) уравнения
(6.3) и справедливость оценки ‖x∗ − x∗n‖ ≤ A ln2 n/nα−β. Теорема
доказана.
Доказательство теоремы 6.2. Обоснование вычислительной

схемы 2 проводится в пространстве X = Hβ (β < α/4) и его
подпространстве XN , состоящем из полиномов вида (6.2).
Повторяя выкладки, сделанные при доказательстве предыду-

щей теоремы, можно показать, что оператор К имеет производную
Фреше

K ′(x)z ≡ a(t)z(t) + 1
πi

∫
γ

h′u(t, τ, x(τ))z(τ)(τ − t)−1dτ,

удовлетворяющую в сфере ‖x−x0‖ ≤ r условию Гельдера ‖K ′(x1)−
−K ′(x2)‖ ≤ A‖x1 − x2‖α−β, где x0− произвольный элемент про-
странства X, a A− константа, зависящая лишь от r и x0.
Система уравнений (6.7) в операторной форме записывается в

виде выражения

Kn(xn) ≡ P̄n[ã(s)xn(s)− i
2π

2π∫
0

P σn [h̃(s, σ, xn(σ))ctg
σ − s
2
]dσ+
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+
1

2π

2π∫
0

P σn [h̃(s, σ, xn(σ))]dσ] = P̄n[f̃ ],

где

ã(s) = a

(
s− π

2n+ 1

)
, h̃(s, σ, xn(σ)) = h

(
s− π

2n+ 1
, σ, xn(σ)

)
,

f̃(s) = f

(
s− π

2n+ 1

)
.

Производная Фреше оператора Kn(xn) равна

K ′n(xn)zn ≡ P̄n[ã(s)zn(s)−
i

2π

2π∫
0

P σn [h̃
′
u(s, σ, xn(σ))zn(σ)ctg

σ − s
2
]dσ+

+
1

2π

2π∫
0

P σn [h̃
′
u(s, σ, xn(σ))zn(σ)]dσ],

где h̃′u(s, σ, xn(σ)) = h′u(s− π/(2n+ 1), σ, xn(σ)).
Рассуждения, мало отличающиеся от приведенных при доказа-

тельстве теоремы 6.1, позволяют утверждать, что

‖K ′n(x′n)−Kn(x′′n)‖ ≤ Anβ ln2 n‖x′n − x′′n‖α.
Пусть x0n - полином наилучшего равномерного приближения сте-

пени n к функции x∗(t). Покажем, что если в некоторой окрестно-
сти S1 точки x∗ существует ограниченный правый обратный опе-
ратор [K ′(x)]−1r (x ∈ S1) с нормой ‖[K ′(x)]−1r ‖ = B0, то при доста-
точно больших n существует линейный оператор [K ′n(x0n)]−1r . Су-
ществование правого обратного оператора [K ′(x0n)]−1r следует при
n таких, что q = An−(α−β) < 1, из результатов, приведенных в §
6 введения, причем ‖[K ′(x0n)]−1r ‖ = B0/(1 − q). Как и в § 2, можно
показать, что при n таких, что q = An−(α−β) ln2 n < 1, оператор
K ′1n(x0n), где

K ′1n(x
0
n)zn ≡ P̄n[a(t)zn(t)−

i

2π

2π∫
0

P σn [h
′
u(s, σ, x

0
n(σ))zn(σ)ctg

σ − s
2
]dσ+

+
1

2π

2π∫
0

P σn [h
′
u(s, σ, x

0
n(σ))zn(σ)]dσ],
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имеет линейный обратный [K ′1n(x0n)]−1 с нормой ‖[K ′1n(x0n)]−1‖ ≤
A lnn.
Для доказательства существования линейного оператора [K ′n(x0n)]−1r

нужно оценить

‖K ′1n(x0n)zn −K ′n(x0n)zn‖ ≤ ‖P̄n[[a(t)− ã(t)]zn(t)‖+

+‖ 1
2π
P̄n[

2π∫
0

P σn [h
′
u(s, σ, x

0
n(σ))− h̃′u(s, σ, x0n(σ))]zn(σ)ctg

σ − s
2
]dσ]‖+

+‖ 1
2π
P̄n[

2π∫
0

P σn [h
′
u(s, σ, x

0
n(σ))− h̃′u(s, σ, x0n(σ))]zn(σ)]dσ‖ =

= ‖J1‖+ ‖J2‖+ ‖J3‖.
Легко показать, что

‖J1‖+ ‖J3‖ ≤ A ln2 n‖zn‖n−(α−β),

|I2| ≤ A lnn max
0≤k≤2n

∣∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

P σn [[h
′
u(s
′
k, σ, x

0
n(σ))− h̃u(sk, σ, x0n(σ))]×

×zn(σ)ctgσ − s̄k
2

∣∣∣∣∣ dσ] ≤ A ln2 n‖zn‖n−α.
Так как I2 - тригонометрический полином степени n, то

‖I2‖ ≤ A ln2 n‖zn‖n−(α−β).
Из оценок норм ‖J1‖, ‖J2‖, ‖J3‖ и теоремы Банаха следует, что

при n таких, что q = An−(α−β) ln2 n < 1, существует линейный опе-
ратор [K ′n(x0n)]−1 с нормой ‖[K ′n(x0n)]−1‖ = B2 ≤ B1/(1− q). При до-
казательстве предыдущей теоремы было показано, что ‖K ′n(x0n)‖ ≤
An−(α−β) lnn. Следовательно, уравнение (6.7) удовлетворяет всем
условиям теоремы 6.5, приведенной во введении, из которой следу-
ет существование решения x∗n уравнения (6.7) и оценка близости‖x∗ − x∗n‖.
Доказательство теоремы 6.3 подобно доказательству теоре-

мы 6.2.
Доказательство теоремы 6.4. Покажем, что при выполнении

условий ”б” оператор К имеет в пространстве L2 производную
Фреше

K ′(x)zn ≡ a′(t, x(t))zn(t) + Sγ(h′u(t, τ, x(τ))zn(τ)),
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причем справедливо неравенство

‖K ′(x1)−K ′(x2)‖ ≤ AF. (6.17)

Для доказательства существования производной K ′(x)zn оценим
разность

‖I1‖/‖zn‖ = ‖K(x+ zn)−K(x)−K ′(x)zn‖/‖zn‖.
При этом ограничимся оценкой второго, интегрального, слагае-

мого в выражении для I1.
Очевидно,

|I1| =
∣∣∣∣∣∣∣
1

πi

∫
γ


1∫
0

(1− ν)h′′u(t, τ, x(τ) + νzn(τ))dν
 z2n(τ)(τ − t)−1dτ

∣∣∣∣∣∣∣ .
Представляя h′′u(t, τ, u) = [h′′u(t, τ, u) − h′′u(τ, τ, u)] + h′′u(τ, τ, u),

получаем ‖I1‖ ≤ A‖zn‖max |zn| и, следовательно, ‖I1‖/‖zn‖ ≤
An1/2‖zn‖.
Из полученной оценки следует, что lim

‖zn‖→0
‖I1‖/‖zn‖ = 0. Нера-

венство (6.17) доказано.
Нетрудно видеть, что производная Фреше оператора Kn имеет

вид

K ′n(xn)zn ≡ P̄ sn[a′u(s, xn(s))zn(s) +
1

2π

2π∫
0

P σn [h
′
u(s, σ, xn(σ))zn(σ)]dσ]−

− i
2π

2π∫
0

P σn [h
′
u(s, σ, xn(σ))zn(σ)ctg

σ − s
2
]dσ.

Докажем справедливость неравенства

‖K ′n(x′n)−K ′n(x′′n)‖ ≤ AF. (6.18)

В самом деле, ‖K ′n(x′n)zn −K ′n(x′′n)zn‖ ≤ I2 + I3,
где

I2 = ‖P̄n[Sγ(P τn [h′u(τ, τ, x′n(τ))− h′u(τ, τ, x′′n(τ)))zn(τ)])]‖,

I3 = ‖P̄n[ 1
πi

∫
γ

P τn [
h∗(t, τ, x′n(τ))− h∗(t, τ, x′′n(τ))

|τ − t|1−β zn(τ)]dτ ]‖ =

= ‖P̄n[ 1
π

2π∫
0

P σn [[h
∗(s, σ, x′n(σ))− h∗(s, σ, x′′n(σ))]zn(σ)eiσp(s, σ)]dσ]‖,
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p(s, σ) = |eiσ− eis|β−1 при |σ− s| ≥ π
2n+1

и p(s, σ) = |eiπ/(2n+1)− 1|β−1
при |σ − s| < π

2n+1 , h
∗(t, τ, x(τ)) = (h(t, τ, x(τ))− h(τ, τ, x(τ)))×

×(ctgτ−t2 )|τ − t|1−β.
Нетрудно видеть, что

I2 ≤ A‖P [[h′u(τ, τ, x′n(τ))− h′u(τ, τ, x′′n(τ))]zn(τ)]‖ ≤
≤ Amax |h′u(t, t, x′n(t))− h′u(t, t, x′′n(t))‖zn‖.

Перейдем к оценке выражения I3. Если в I3 подынтегральный
член является действительной функцией, то I3 ≤ I4I5,
где

I4 = max{1
π

2π∫
0

{P σn {h∗(s, σ, x′n(σ))−h∗(s, σ, x′′n(σ))][p(s, σ)]1/2}2dτ}1/2,

I5 = { 1
2π

2π∫
0

ds
1

π

2π∫
0

{P σn [zn(σ)eiσ[P̄ sn [p(s, σ)]]1/2]}2dσ}1/2.

Можно показать, что

I4 ≤ Amax |h∗(s, s, x′n(s))− h∗(s, s, x′′n(s))|.
Аналогично

I5 = { 2

(2n+ 1)2

2n∑
i=0

2n∑
k=0

|zn(sk)|2p(si, sk)}1/2 =

= { 2

(2n+ 1)2

2n∑
k=0

|zn(sk)|2
2n∑
i=0

p(si, sk)}1/2 ≤ A‖zn‖.
Из проведенных выкладок следует, что в случае действительных

функций I3 ≤ AF ||zn‖. В случае, если подынтегральная функция
является комплексной, представляя ее в виде линейной комбинации
действительных функций, приходим к аналогичной оценке. Из оце-
нок выражений I2 и I3 следует справедливость неравенства (6.18).
Из существования линейного оператора [K ′(x0)]−1 и теоремы

Банаха следует, при n таких, что q1 = A lnnEn(x0) < 1, суще-
ствование линейного оператора [K ′(x0n)]−1 с нормой ‖[K ′(x0)]−1‖ ≤‖[K ′(x0n)]−1‖/(1−
−q1). В § 3 доказано, при n таких, что q2 = A ln2 nmax[En(ψ(t)),
En(h

′
u(t, t, x

0
n(t))), E

t,τ
n (h

′
u(t, τ, x

0
n(τ)))] < 1, существование линейно-

го оператора [K ′n(x0n)]−1 с нормой B0. Здесь ψ(t) - решение краевой
задачи
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ψ+(t) = G(t)ψ−(t), G(t) = (a′u(t, x0n(t))−h′u(t, t, x0n(t)))/(a′u(t, x0n(t))+
+h′u(t, t, x0n(t)))). Справедливость доказываемой теоремы следует
из результатов § 6 введения.

6.2. Проекционные методы решения нелинейных
сингулярных интегральных уравнений на разомкнутых

контурах интегрирования

Рассмотрим нелинейное с. и. у.

G(x) ≡ a(t, x(t)) + 1
πi

∫
L

h(t, τ, x(τ))

τ − t dτ = f(t), (6.19)

где L = c1c2 - сегмент единичной окружности γ.
Приближенно решение уравнения (6.19) будем искать в виде по-

линома

xn(t) =
n∑

k=−n
αkt

k,

коэффициенты {αk} которого определяются из системы уравнений

Gn(xn) ≡ P̄n
a∗(t, xn(t)) + 1

πi

∫
L

P τn

h∗(t, τ, xn(τ))
τ − t

 dτ
 =

= P̄n[f
∗(t)], (6.20)

где

a∗(t, xn(t)) =
{
a(t, x(t)) при t ∈ L,
x(t) при t 6∈ L;

h∗(t, τ, xn(τ)) =
{
h(t, τ, xn(τ)) при t и τ ∈ L,
0 при t или τ 6∈ L;

f ∗(t) =
{
f(t) при t ∈ L,
0 при t 6∈ L.

Обоснование вычислительной схемы (6.20) проводится по той
же схеме, что и обоснования вычислительных схем, приведенных
в предыдущем пункте. Основное различие состоит в том, что при
исследовании связи между обратимостью операторов G и Gn нуж-
но вместо результатов § 2 и § 3 использовать результаты § 4.
Опуская промежуточные выкладки, сформулируем утвержде-

ния, по сути дела аналогичные утверждениям предыдущего па-
раграфа.
Теорема 6.5 [46]. Пусть в сфере S(x∗, τ), r = B∗B20/(1 − q),

B∗ =
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= ‖R(x∗)‖+O(n−α lnn), q = O(F1B∗B20) +
√
1− 1/(B4∗B40) < 1,

R(x∗)z ≡ a′u(t, x∗(t))z(t) + 1
πi

∫
L
h′u(t, τ, x∗(τ))z(τ)(τ − t)−1dτ,

выполнены условия:
1) a′u(t, u) ∈ Hαα, h′u(t, τ, u) ∈ Hααα, f(t) ∈ Hα (0 < α < 1);
2) max
t,τ∈L{|h

′
u(t, τ, u1)− h′u(t, τ, u2)|, |h∗(t, τ, u1)− h∗(t, τ, u2)|} ≤ F1;

3) производная Фреше R(x∗)z оператора G(x∗) непрерывно обра-
тима в пространстве L2 и ‖[R(x∗)]−1‖ ≤ B0;
4) характеристическое уравнение

a′u(t, x
∗(t))z(t) +

h′u(t, t, x∗(t))
πi

∫
L

z(τ)dτ

τ − t = 0

имеет решение вида z(t) = (t− c1)δ1(t− c2)δ2ϕ(t), где δ1 = ζ1 + iξ1,
δ2 = ζ2 + iξ2, ϕ(t) ∈ Hα.
Тогда при n таких, что O((n−α+n−θ) lnn) < 1 (θ = 1 при ζ > 0,

θ = 1 − |ζ|, при ζ ≤ 0, ζ = min(ζ1, ζ2)), система уравнений (6.20)
имеет единственное решение x∗n и справедлива оценка ‖x∗ − x∗n‖ =
O((n−α +
+n−θ) lnn), где x∗ - решение уравнения (6.19).

7. Приближенное решение сингулярных интегральных
уравнений методом дискретных особенностей

7.1. Приближенное решение линейных сингулярных
интегральных уравнений

В § 5 предложена вычислительная схема приближенного реше-
ния сингулярных интегральных уравнений в исключительных слу-
чаях, когда функция a2(t)− b2(t) обращалась в нуль на многообра-
зиях меры, большей чем нуль. Обоснование предложенной вычи-
слительной схемы проводилось в предположении, что коэффици-
енты и правая часть уравнения удовлетворяют условию Гельдера.
Совершенно очевидно, что исследованная в § 5 вычислительная
схема применима и в нормальных (не исключительных) случаях.
Представляет значительный интерес распространение получен-

ных в § 5 результатов на случай, когда коэффициенты и правые
части уравнений принадлежат классам дифференцируемых функ-
ций, а также на нелинейные сингулярные интегральные уравне-
ния.
Этим вопросам посвящен данный параграф. Отметим, что по-

лученные результаты одновременно применимы в нормальных и
исключительных случаях.
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Рассмотрим сингулярное интегральное уравнение вида

Kx ≡ a(t)x(t) + b(t)
1∫
−1

x(τ)dτ

τ − t +
1∫
−1
h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), (7.1)

где a, b, f ∈ W r(1), h(t, τ) ∈ W r,r(1), b(t) 6= 0.
Из проводимых ниже выкладок с очевидностью следует, что

предлагаемый метод применим к сингулярным интегральным
уравнениям на кусочно-гладких контурах. Этот метод одновре-
менно применим к сингулярным интегральным уравнениям нор-
мального типа и сингулярным интегральным уравнениям в ис-
ключительных случаях.
Разделим сегмент [−1, 1] на n частей точками tk = −1 + 2k/n,

k = 0, 1, . . . , n. Обозначим через ∆k сегменты ∆k = [tk, tk+1], k =
= 0, 1, . . . , n−1. Введем узлы tk,j = tk+jh/(r+1), j = 1, 2, . . . , r, k =
0, 1, . . . , n − 1, h = 2/n. В каждом сегменте ∆k построим полином
Lr(f,∆k), интерполирующий функцию f(t) по узлам tkj, j =
= 1, 2, . . . , r, k = 0, 1, . . . , n− 1. Полином Lr(f,∆k) имеет вид

Lr(f,∆k) =
r∑
j=1

f(tkj)ψkj(t),

где ψkj(t)− фундаментальный полином по узлам tkj, j = 1, 2, . . . , r,
k = 0, 1, . . . , n− 1.
Сплайн, составленный из полиномов Lr(f,∆k), k = 0, 1, . . . , n−1,

обозначим через fn(t).
Каждому узлу tkj поставим в соответствие сегмент ∆kj = [tkj −

−qh∗, tkj + h∗], где h∗(0 < h∗ < h/(r + 1)) и q - параметры, выбор
которых описан ниже.
Приближенное решение уравнения (7.1) будем искать в виде

сплайна xn(t), составленного из полиномов Lr(x,∆k) со значени-
ями xkj =
= x(tkj), подлежащими определению. Значения xkj, j = 1, 2, . . . , r,
k =
= 0, 1, . . . , n − 1, определяются из системы линейных алгебраиче-
ских уравнений вида

a(tkl)xkl + b(tkl)
∫
∆kl

xn(τ)

τ − tkldτ +
n−1∑
i=0

′b(tkl)
∫
∆i

xn(τ)

τ − tkldτ+

+
n−1∑
i=0

∫
∆i

h(tkl, τ)xn(τ)dτ = f(tkl), (7.2)
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k = 0, 1, . . . , n− 1, l = 1, 2, . . . , r,
где

∑′ означает суммирование по i 6= k − 1, k, k + 1.
Интегралы

∫
∆kl

xn(τ)

τ − t dτ,
∫
∆i

xn(τ)

τ − t dτ,
∫
∆i

h(tk,lτ)xn(τ)dτ

при реализации вычислительной схемы (7.2) аппроксимируются
квадратурными формулами.Как будет видно из дальнейшего, вно-
симая при этом погрешность легко учитывается.
Докажем, что выбором параметра h∗ можно добиться однознач-

ной разрешимости системы уравнений (7.2). Для доказательства
воспользуемся теоремой Адамара об обратимости матриц.
Представим систему уравнений (7.2) в виде матричного уравне-

ния
CX = F, (7.3)

где X = (x1, . . . , xN), F = (f1, . . . , fN ), C = {cij}ij = 1, N, N = nr.
Здесь xl = xij, fl = fij, где l = ri + j, i = 0, 1, . . . , n − 1, j =

1, 2, . . . , r, xij = x(tij), fij = f(tij).
Пусть l = ri + j, i = 0, 1, . . . , n − 1, j = 1, 2, . . . , r, k = rv + w,

v = 0, 1, . . . , n − 1, w = 1, 2, . . . , r. Тогда элементы сkl матрицы C
имеют вид

cll = a(tij) + b(tij)
∫
∆ij

ψij(τ)dτ

τ − tij +

+
∫
∆i

ψij(τ)h(tij, τ)dτ, l = 1, 2, . . . , N,

clk = b(tij)
∫
∆ij

ψvw(τ)dτ

τ − tij +
∫
∆i

ψvw(τ)h(tij, τ)dτ,

если tvw ∈ ∆i (т.е. v = i),

clk = b(tij)
∫
∆v

ψvw(τ)dτ

τ − tij +
∫
∆v

ψvw(τ)h(tij, τ)dτ,

если tvw /∈ ∆i.
Оценим снизу максимум

|cll| ≥ |b(tij)|
∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆ij

ψij(τ)dτ

τ − tij

∣∣∣∣∣∣∣∣− |a(tij)| −
∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆i

ψij(τ)h(tij, τ)dτ

∣∣∣∣∣∣∣ .
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Нетрудно видеть, что |a(tij)| ≤ a,
∣∣∣∣∣ ∫
∆i
ψij(τ)h(tij, τ)dτ

∣∣∣∣∣ = O(n−1),
где a− константа, не зависящая от i, j, i = 0, 1, . . . , n − 1, j =
1, 2, . . . , r.
Так как ψij(tij) = 1, то для любого как угодно большого К су-

ществуют такие параметры h∗ и q, что∫
∆ij

ψij(τ)dτ

τ − tij ≥ K.

В самом деле, ∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆ij

ψij(τ)dτ

τ − tij

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆ij

dτ

τ − tij

∣∣∣∣∣∣∣∣−

−
∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆ij

ψij(τ)− 1
τ − tij dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ | ln q| −
∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆ij

ψij(τ)− 1
τ − tij dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Выбором q можно добиться, чтобы ln q ≥ К + 1 + a, а выбором

h∗ можно добиться того, чтобы∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆ij

ψij(τ)− 1
τ − tij dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε,
где ε(ε > 0)− как угодно малое положительное число.
Следовательно, за счет выбора q и h∗ можно добиться того, что-

бы |cll| ≥ К , l = 1, 2, . . . , N, где К - как угодно большое положи-
тельное число.
Приступим к оценке |ckl| при k 6= l, l, k = 1, 2, . . . , N.
Так как ψvw(tij) = 0 при v 6= i и w 6= j, то∣∣∣∣∣∣∣∣

∫
∆ij

ψvw(τ)dτ

τ − tij

∣∣∣∣∣∣∣∣ = O
(
1

n

)
.

Легко видеть, что ∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆v

ψvw(τ)dτ

τ − tij

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ A
1

|i− v| ,∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆i

ψvw(τ)h(tij, τ)dτ

∣∣∣∣∣∣∣ = O
(
1

n

)
.
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За счет выбора константы К можно добиться выполнения усло-
вий теоремы Адамара. Отсюда следует, что при значениях h∗ и q
таких, что выполнены условия теоремы Адамара, система (7.3) и,
следовательно, система (7.2) однозначно разрешимы.

212



Оценим норму матрицы C−1. Для этого представим матрицу C
в виде C = D + G, где D− диагональная матрица, состоящая из
элементов сll, матрица G = C −D.
Матричное уравнение (7.3) будем рассматривать в простран-

стве RN1 векторов x = (x1, . . . , xN) с нормой ‖x‖ = max
k
|xk|.

Если рассматривать матрицу С как оператор, отображающий
пространство RN1 в себя, то

‖C‖ = max
k

N∑
j=1

|ckj|.

Представим матрицу С в виде C = D +G = D(I +D−1G). Так
как диагональные элементы матрицы D больше К , то ‖D−1‖ ≤
1/K. По построению матрицы G ‖G‖ ≤ β lnn, причем константа
β = О(1) и зависит только от величины max

t∈γ |b(t)|, maxt,τ∈γ |h(t, τ)|.
Следовательно, по теореме Банаха при достаточно больших K
(K ≥ 2β lnn)
‖[I +D−1G]−1‖ ≤ 2 и ‖C−1‖ ≤ 2/K.
Аналогичные оценки справедливы и в пространствах RN2 и E

N .
Оценим точность решения сингулярного интегрального уравне-

ния (7.1) по вычислительной схеме (7.2).
Обозначим через x∗ решение уравнения (7.1). Приравняем ле-

вые и правые части выражения Kx∗ = f в узлах коллокации. В
результате имеем

a(tkl)x
∗
kl + b(tkl)

∫
∆k

x∗(τ)
τ − tkldτ+

+
n−1∑
i=0

′b(tkl)
∫
∆i

x∗(τ)
τ − tkldτ +

n−1∑
i=0

∫
∆i

h(tkl, τ)x
∗(τ)dτ = f(tkl), (7.4)

k = 0, 1, . . . , n−1, l = 1, 2, . . . , r, где x∗kl = x∗(tkl). Здесь ∑′ означает
суммирование по i 6= k.
Обозначим через x̃∗n сплайн, аппроксимирующий функцию x∗(t)

по узлам tkl, k = 0, 1, . . . , n − 1, l = 1, 2, . . . , r, и построенный по
описанному выше алгоритму. Вычитая почленно из системы урав-
нений (7.2) систему уравнений (7.4), имеем:

a(tkl)(xkl − x̃∗kl) + b(tkl)
∫
∆kl

xn(τ)− x̃∗n(τ)
τ − tkl dτ+
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+
n−1∑
i=0

′b(tkl)
∫
∆i

xn(τ)− x̃∗n(τ)
τ − tkl dτ +

n−1∑
i=0

∫
∆i

h(tkl, τ)(xn(τ)− x̃∗n(τ))dτ =

= b(tkl)
∫
∆kl

x∗(τ)− x̃∗n(τ)
τ − tkl dτ + b(tkl)

∫
∆∗kl

x∗(τ)
τ − tkldτ+

+
n−1∑
i=0

′b(tkl)
∫
∆i

x∗(τ)− x̃∗n(τ)
τ − tkl dτ +

n−1∑
i=0

∫
∆i

h(tkl, τ)(x
∗(τ)− x̃∗n(τ))dτ,

(7.5)
k = 0, 1, . . . , n− 1, l = 1, 2, . . . , r, где ∆∗kl = ∆k−1 ⋃(∆k \∆kl)⋃∆k+1.
Оценим правую часть выражения (7.5).
Нетрудно видеть, что

r1 =

∣∣∣∣∣∣∣b(tkl)
∫
∆kl

x∗(τ)− x̃∗n(τ)
τ − tkl dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣∣∣b(tkl)

∫
∆kl

x∗(τ)− x̃∗n(τ)− (x∗(tkl)− x̃∗n(tkl))
τ − tkl dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ An−r;

r3 =

∣∣∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

′b(tkl)
∫
∆i

x∗(τ)− x̃∗n(τ)
τ − tkl dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ An−r lnn;

r4 =

∣∣∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

∫
∆i

h(tkl, τ)(x
∗(τ)− x̃∗n(τ))dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ An−r.
Приступим к оценке интеграла

r2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣b(tkl)
∫
∆∗kl

x∗(τ)
τ − tkldτ

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Введем функцию ψ(τ), удовлетворяющую следующим условиям:
1)
∫
∆∗kl

ψ(τ)
τ−tkldτ = 0;

2) в области ∆∗kl функция ψ(t) (при выполнении условия 1) наи-
лучшим образом в метрике пространства С приближает функцию
x∗(t).
Отметим, что функция ψ(t) может быть разрывной в области

∆∗kl.
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Обозначим через E∗kl(x∗) модуль интеграла

E∗kl(x
∗) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
∆∗kl

x∗(τ)− ψ(τ)
τ − tkl dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
где функция ψ(t) удовлетворяет условиям 1 и 2.
Через E∗(x∗) обозначим величину

E∗(x∗) = max
k,l
E∗kl(x

∗).

Очевидно, r2 ≤ E∗(x∗).
Из уравнения (7.5) и оценки ‖C−1‖ следует, что

max |x∗(tkl)− x∗n(tkl)| ≤ A(n−r lnn+ E∗(x∗)).
Таким образом, доказано следующее утверждение.
Теорема 7.1. Пусть a, b, f ∈ W r, h ∈ W rr, b(t) 6= 0 на сегменте

[−1, 1]. Пусть уравнение (7.1) имеет единственное решение. Тогда
существуют такие параметры h∗ и q, что система уравнений (7.2)
однозначно разрешима и справедлива в метрике пространства R1N
оценка ‖x∗(tkl) − xn(tkl)‖ ≤ A(n−r lnn + E∗(x∗)), где x∗ и xN− ре-
шения уравнений (7.1) и (7.2), соответственно.

7.2. Приближенное решение нелинейных сингулярных
интегральных уравнений

Рассмотрим нелинейное сингулярное интегральное уравнение
вида

a(t)x(t) +
1

πi

∫
γ

b(t, τ, x(τ))

τ − t dτ +
∫
γ

h(t, τ, x(τ))dτ = f(t), (7.6)

где γ− единичная окружность с центром в начале координат.
Условия, налагаемые на гладкость функций a(t), b(t, τ, u), h(t, τ, u),
f(t) и на гладкость решения x(t) будут описаны ниже.
С помощью преобразования Гильберта от уравнения (7.6) можно

перейти к следующему уравнению:

a(eis)x(eis)− i
2π

2π∫
0

b(eis, eiσ, x(eiσ))ctg
σ − s
2
dσ+

+i
2π∫
0

h(eis, eiσ, x(eiσ))eiσdσ +
1

2π

2π∫
0

b(eis, eiσ, x(eiσ))dσ =
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= f(eis), 0 ≤ s < 2π. (7.7)

Для простоты обозначений вместо (7.7) ниже будем рассматри-
вать уравнение

Kx ≡ a(s)x(s) + S(b(s, σ, x(σ))) + T (h(s, σ, x(σ))) ≡ a(s)x(s)+

+
1

2π

2π∫
0

b(s, σ, x(σ))ctg
σ − s
2
dσ +

2π∫
0

h(s, σ, x(σ))dσ = f(s). (7.8)

Будем предполагать, что a(s), f(s) ∈ Hα, b′3(s, σ, u) ∈ Hα,α,α,
0 < α ≤ 1, где b′3(s, σ, u) означает взятие производной по третьей
переменной.
Обозначим через X банахово пространство X = Hβ (0 < β < α).
Обозначим через K ′ производную Фреше оператора K в про-

странствеHβ, 0 < β < α.Можно показать, что производная Фреше
оператора K на элементе x0 равна

K ′(x0)z ≡ a(s)z(s) + 1
2π

2π∫
0

b′3(s, s, x0(s))z(σ)ctg
σ − s
2
dσ+

+
1

2π

2π∫
0

h′3(s, σ, x0(σ))z(σ)dσ.

Будем предполагать, что функция a2(s) − b′3(s, s, x0(s))2 может
обращаться в нoль на множествах с мерой, равной или большей
нуля.
Построим вычислительную схему приближенного решения урав-

нения (7.8). Выберем узлы

sk =
πk

n
, s∗k = sk + h, 0 < h ≤

π

2n
, k = 0, ..., 2n.

Значение параметра h определяется ниже.
Уравнение (7.8) будем решать методом механических квадра-

тур. Для этого приравняем левые и правые части уравнения (7.8)
в узлах s∗k, k = 0, 1, ..., 2n − 1, а сингулярный и регулярный ин-
тегралы аппроксимируем квадратурными формулами. Сингуляр-
ный интеграл при s ∈ [sj, sj+1) аппроксимируется квадратурной
формулой

Sx = Rn +
1

2π

2n−1∑
k=0,k 6=j−1,j+1

b(s, s∗k, x(s
∗
k))

sk+1∫
sk

ctg
σ − s
2
dσ, (7.9)
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а регулярный интеграл аппроксимируется квадратурной форму-
лой прямоугольников.
В результате получим систему нелинейных алгебраических

уравнений следующего вида:

a(s∗j)x(s
∗
j) +

1

2π

2n−1∑
k=0,k 6=j−1,j+1

b(s∗j , s
∗
k, x(s

∗
k))

sk+1∫
sk

ctg
σ − s∗j
2
dσ+

+
π

n

2n−1∑
k=0

h(s∗j , s
∗
k, x(s

∗
k)) = f(s

∗
j), j = 0, ..., 2n− 1. (7.10)

Воспользуемся методом Ньютона − Канторовича для решения
системы (7.10).
После того, как из системы уравнений (7.10) определены значе-

ния x(s∗k), k = 0, 1, ..., 2n−1, решение уравнения (7.8) восстанавли-
вается в виде тригонометрического полинома n-го порядка

xn(s) =
2n−1∑
k=0

x(s∗k)ψk(s), (7.11)

где

ψk(s) =
1

2n+ 1

sin 2n+12 (s− s∗k)
sin s−s

∗
k

2

.

Возможно также восстановление решения уравнения (7.11) в ви-
де полигонов или локальных сплайнов, построенных по значениям
x(s∗k), k = 0, ..., 2n− 1.
Пусть Pn− оператор, проектирующий пространство X на про-

странство Xn ⊂ X , состоящее из тригонометрических полиномов
степени n. Проектирование осуществляется по формуле

Pnx =
2n−1∑
k=0

x(s∗k)ψk(s).

Обозначим через Kn оператор, описываемый системой уравне-
ний (7.10) в пространстве Xn, а через K− оператор, описываемый
уравнением (7.8) в пространстве X.
Производная Фреше K ′n(x0)zn, zn ∈ Xn, оператора Kn на началь-

ном элементе x0 может быть записана в виде вектора с компонен-
тами

a(s∗j)zn(s
∗
j) +

1

2π

2n−1∑
k=0,k 6=j−1,j+1

b′3(s
∗
j , s
∗
k, x0(s

∗
k))zn(s

∗
k)

sk+1∫
sk

ctg
σ − s∗j
2
dσ+
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+
π

n

2n−1∑
k=0

h′3(s
∗
j , s
∗
k, x0(s

∗
k))zn(s

∗
k), j = 0, ..., 2n− 1.

Ниже будет показано, что при соответствующем выборе h про-
изводная Фреше K ′n(x0) непрерывно обратима. В предположении,
что оператор K ′n(x0) непрерывно обратим, приближенное реше-
ние уравнения (7.10) будем искать по модифицированному методу
Ньютона − Канторовича

x̃m+1 = x̃m − [K ′n(x0)]−1Kn(x̃m), m = 0, 1, 2, ... (7.12)

ЗдесьK ′n(x0)− производная Фреше оператораKn в пространстве
Xn , x̃0− начальное приближение, x̃0 = Pn(x0).
Приведем итерационный процесс (7.12) к следующему виду:

K ′n(x0)x̃m+1 = K
′
n(x0)x̃m −Knx̃m. (7.13)

Уравнение (7.13) на каждом шаге итерационного процесса опре-
деляет систему линейных алгебраических уравнений вида

Сx = g, (7.14)

где g = K ′n(x0)x̃m −Knx̃m, C = K ′n(x0).
Докажем, что система (7.14) на каждом шаге итерационного

процесса имеет единственное решение. Для этого нужно дока-
зать непрерывную обратимость оператора K ′n(x0). Для этого вос-
пользуемся теоремой Адамара, приведенной в §3 введения. Обо-
значим для краткости aj = a(s∗j), bjk = b′3(s∗j , s∗k, x0(s∗k)), hjk =
h′3(s∗j , s∗k, x0(s∗k)), j, k = 0, ..., 2n − 1. Будем полагать, что произ-
водные b′3(s∗j , s∗j , x0(s∗k)), j, k = 0, ..., 2n−1, отличны от нуля на эле-
ментах x0(s), расположенных в окрестности решения x∗(s) уравне-
ния (7.8). Рассмотрим диагональные элементы матрицы системы
(7.14)

|cjj| =
∣∣∣∣∣∣∣aj +

bjj

π
ln

∣∣∣∣∣∣∣
sin

sj+1−s∗j
2

sin
sj−s∗j
2

∣∣∣∣∣∣∣+
πhjj

n

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣aj + bjjπ ln

∣∣∣∣∣∣
sin
(
π
2n − h2

)
sin h2

∣∣∣∣∣∣+ πhjjn
∣∣∣∣∣∣ ,

j = 0, 1, ..., 2n− 1.
Так как bjj 6= 0, j = 0, ..., 2n−1, то выбором h элементы cjj могут

быть сделаны как угодно большими. С другой стороны, имеем

2n−1∑
k=0,k 6=j

|cjk| ≤ 1
2π

2n−1∑
k=0,k 6=j,j−1,j+1

|bjk|
∣∣∣∣∣∣
sk+1∫
sk

ctg
σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣+
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+
π

n

2n−1∑
k=0,k 6=j

hjk ≤ A+ B lnn.

Таким образом, если для всех значений j = 0, ..., 2n − 1 выпол-
няются условия∣∣∣∣∣∣aj + bjjπ ln

∣∣∣∣∣∣
sin
(
π
2n
− h
2

)
sin h2

∣∣∣∣∣∣+ πhjjn
∣∣∣∣∣∣ > A+ B lnn, (7.15)

где A и B− вполне определенные константы, зависящие от функ-
ций
b′3(s, σ, x0(σ)), h′3(s, σ, x0(σ)), то система (7.14) имеет единственное
решение на каждой итерации m = 0, 1, 2, ....
Докажем сходимость итерационного процесса (7.12) к точному

решению уравнения (7.10).
Доказательство сходимости будем проводить в пространстве

R2n векторов v = (v1, ..., v2n) с нормой ||v|| = max
1≤i≤2n |vi|.

Оценим сначала норму обратного оператора [K ′n(x0)]−1. Для это-
го воспользуемся обобщенной теоремой Банаха.
Представим матрицу оператора K ′n(x0) в виде суммы двух ма-

триц:
K ′n(x0) = D + E,

где элементы матрицы D имеют вид

djk =


0, j 6= k;

aj +
bjj
2π

sj+1∫
sj

ctg
σ − s∗j
2
dσ +

πhjj

n
, j = k;

а элементы матрицы E имеют вид

ejk =



0, j = k;
πhjk
n , j = k − 1, k + 1;

bjk
2π

∫ sk+1
sk
ctg
σ − s∗j
2
dσ +

πhjk

n
, в остальных случаях.

Оценим нормы матриц D−1 и E в метрике пространства R2n :

||D−1|| ≤



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C ln

sin

(
π

2n
− h
2

)

sin
h

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+G


−1

, ||E|| ≤ A+ B lnn.
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Из последних двух соотношений следует, что выбором h можно
добиться того, чтобы

||D−1||||E|| ≤ (A+ B lnn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
G+ C ln

sin

(
π

2n
− h
2

)

sin
h

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1

≤ q < 1.

Тогда по обобщенной теореме Банаха

||[K ′n(x0)]−1|| ≤



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
G+ C ln

sin

(
π

2n
− h
2

)

sin
h

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− A− B lnn


−1

.

Для доказательства разрешимости уравнения (7.10) и сходимо-
сти к его решению метода Ньютона − Канторовича воспользуем-
ся теоремой о сходимости модифицированного метода Ньютона −
Канторовича, приведенной в § 6 введения.
Из этой теоремы следует, что если в некоторой сфере S(x0, r)

выполнено условие

||[K ′n(x0)]−1||||K ′n(u1)−K ′n(u2)|| ≤ q < 1, u1, u2 ∈ S(x0, r), (7.16)
то уравнение (7.10) имеет единственное в этой сфере решение x∗n(s)
и итерационный процесс (7.12) сходится к этому решению.
Отметим, что если уравнение (7.10) имеет решение, то из усло-

вий гладкости функций a, b, h следует, что существует такая сфера
S(x0, r), в которой выполняется неравенство (7.16).
Обозначим через x∗(s) точное решение уравнения (7.8), а через

x∗n(s)− точное решение уравнения (7.10). В итерационном процессе
(7.12) в качестве начального приближения возьмем x0(s) = x̃∗(s) =
= P2n[x

∗(s)]. Будем считать, что в сфере S(x0, r) выполнено усло-
вие (7.16).
Тогда

||x̃m+1−x̃m|| ≤ ||[K ′n(x0)]−1||||Knx̃m−Knx̃m−1−K ′n(x0)(x̃m−x̃m−1)|| ≤
≤ ||[K ′n(x0)]−1||||[K ′n(x̃m−1+ θ(x̃m− x̃m−1))−K ′n(x0)](x̃m− x̃m−1)|| ≤

≤ q||x̃m − x̃m−1|| ≤ q2||x̃m−1 − x̃m−2|| ≤ ... ≤ qn||x̃1 − x̃0||
и, следовательно,

||x∗n − x0|| ≤
∞∑
k=0

qk||x̃1 − x̃0|| ≤ 1

1− q ||x̃1 − x̃0||.
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Таким образом, ||P2n[x∗]− x∗n|| ≤ ||x̃1 − x̃0||/(1− q).
Осталось оценить ||x̃1 − x̃0||. Из формулы (7.12) следует, что

||x̃1 − x̃0|| ≤ ||[K ′n(x0)]−1||||Kn(x̃0)|| ≤ A||Kn(x̃0)||.
Выражая f(s∗j) из формулы (7.10), оценим норму ||Kn(x̃0)||. Оче-

видно,
||Kn(x̃0)|| = max

0≤j≤2n−1
[∣∣∣a(s∗j)(x∗(s∗j)− x̃∗(s∗j))∣∣∣ +

+

∣∣∣∣∣∣
2n−1∑

k=0,k 6=j−1,j+1

sk+1∫
sk

(b(s∗j , σ, x
∗(σ))− b(s∗j , s∗k, x̃∗(s∗k)))ctg

σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣
∑

k=j−1,j+1

sk+1∫
sk

b(s∗j , σ, x
∗(σ))ctg

σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣
2n−1∑
k=0

sk+1∫
sk

(h(s∗j , σ, x
∗(σ))− h(s∗j , s∗k, x̃∗(s∗k)))dσ

∣∣∣∣∣∣
 = r1 + r2 + r3 + r4.

Оценим каждое слагаемое r1, ..., r4 в отдельности.
Нетрудно видеть, что r1 + r4 ≤ An−α.
Несколько сложнее оценивается r2 ≤ An−α lnn.
Для оценки r3 покажем, что для каждого узла s∗j , j = 0, 1, . . . , 2n−

1, существует такая функция ψ(s) ∈ Hα, что
ψ(s∗j) = b(s

∗
j , s
∗
j , x(s

∗
j))

и
sj∫
sj−1
ψ(σ)ctg

σ − s∗j
2
dσ +

sj+2∫
sj+1

ψ(σ)ctg
σ − s∗j
2
dσ = 0.

При этом контур [0, 2π] будем считать закольцованным, т.е.
нуль отождествляется с 2π.
В качестве простейшего представителя функции ψ(σ) можно

взять прямую
ψ(σ) = ψ(s∗j) +D(σ − s∗j), (7.17)

где

D = −nb(s
∗
j , s
∗
j , x(s

∗
j))

2π
ln


sin
h

2

sin

(
π

n
− h
2

) sin
(
2π

n
− h
2

)

sin

(
π

n
+
h

2

)
 . (7.18)
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Тогда

r3 ≤
∣∣∣∣∣∣∣
sj∫
sj−1
(b(s∗j , σ, x

∗(σ))− ψ(σ))ctgσ − s
∗
j

2
dσ

∣∣∣∣∣∣∣+

+

sj+2∫
sj+1

(b(s∗j , σ, x
∗(σ))− ψ(σ))ctgσ − s

∗
j

2
dσ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣∣∣
sj+2∫
sj+1

(b(s∗j , σ, x
∗(σ))− b(s∗j , s∗j , x∗(s∗j)))ctg

σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
sj∫
sj−1
(b(s∗j , σ, x

∗(σ))− b(s∗j , s∗j , x∗(s∗j)))ctg
σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
sj∫
sj−1
(ψ(s∗j)− ψ(σ))ctg

σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
sj+2∫
sj+1

(ψ(σ)− ψ(s∗j))ctg
σ − s∗j
2
dσ

∣∣∣∣∣∣∣ = I1 ÷ I4.
Оценивая каждое из слагаемых I1 ÷ I4 в отдельности, получим

I1 ≤ An−α; I2 ≤ An−α; I3 + I4 ≤ A|D|n−1.
Таким образом, при h таких, что |D| ≤ n1−α, имеем r3 ≤

An−α lnn.
Собирая оценки r1 ÷ r4, убеждаемся, что при указанных выше

значениях h и D справедлива оценка

max
0≤j≤2n−1 |x

∗(s∗j)− x∗n(s∗j)| ≤ An−α lnn.

Теперь можно оценить близость точного и приближенного ре-
шений в метрике пространства X . Если приближенное решение
x∗n(s) восстанавливается на сегменте [0, 2π] по значениям x∗n(s∗k),
k = 0, 1, ...,
2n−1, интерполяционным полиномом (7.11), то справедливы оцен-
ки ||x∗ − x∗n||C ≤ An−α ln2 n, ||x∗ − x∗n||X ≤ An−α+β ln2 n.
Если приближенное решение x∗n(s) восстанавливается на сегмен-

те [0, 2π] по значениям x∗n(s∗k), k = 0, ..., 2n− 1, полигоном, то спра-
ведливы оценки ||x∗ − x∗n||C ≤ An−α lnn, ||x∗ − x∗n||X ≤ An−α+β lnn.
Теорема 7.2 [50]. Пусть уравнение (7.8) имеет единственное

решение x∗(s) ∈ Hα, и пусть функции a(s), f(s) ∈ Hα, b′3(s, σ, u),
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h′3(s, σ, u) ∈ Hα,α,α, 0 < α ≤ 1. Тогда при таких значениях h,
что выполнены условия (7.15), система уравнений (7.14) на ка-
ждом шаге итерационного процесса имеет единственное решение,
а итерационный процесс (7.12) при m → ∞ сходится к решению
(x∗n(s∗0), ...,
x∗n(s2n−1)) и при |D| ≤ n1−α справедливы оценки
||x∗(s)− x∗m(s)||C ≤ An−α lnn, ||x∗(s)− x∗m(s)||X ≤ An−α+β lnn,
где x∗n(s)− полигон, построенный по значениям (x∗n(s∗0), ..., x∗n(s∗2n−1)).
Замечание 1. Из проведенных выше выкладок и результатов

§ 5 следует, что утверждения теоремы 7.2 могут быть распростра-
нены на исключительные случаи нелинейных сингулярных инте-
гральных уравнений вида

a(t)x(t) +
1∫
−1

h(t, τ, x(τ))

τ − t dτ = f(t).

Замечание 2. Нетрудно видеть, что вычислительные схемы,
исследованные в пункте 7.1, могут быть легко распространены на
нелинейные сингулярные интегральные уравнения.
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8. Приближенное решение сингулярных интегро -
дифференциальных уравнений

Этот параграф посвящен приближенным методам решения син-
гулярных интегро-дифференциальных уравнений (с.и.д.у.) раз-
личных видов. Рассматриваются линейные и нелинейные уравне-
ния на замкнутых и разомкнутых контурах интегрирования.

8.1. Приближенное решение линейных сингулярных
интегро - дифференциальных уравнений

В этом пункте предлагаются и обосновываются вычислитель-
ные схемы приближенного решения с. и. д. у. вида

Kx ≡
m∑
k=0

[
ak(t)x

(k)(t) + bk(t)Sγ(x
(k)(τ)) + Uγ(hk(t, τ)|τ − t|−ηx(k)(τ))

]
=

= f(t) (8.1)

при условиях∫
γ

x(t)t−k−1 dt = 0, k = 0, 1, . . . , m− 1, (8.2)

и вида

Fx ≡
m∑
k=0

[ak(t)x
(k)(t) + Sγ(hk(t, τ)x

(k)(τ))] = f(t) (8.3)

при условиях (8.2). Напомним, что через Sγ(x) и Uγ(x) обозначены
операторы

Sγ(x) =
1

πi

∫
γ

x(τ)

τ − tdτ, Uγ(x) =
1

2πi

∫
γ

x(τ)dτ.

Предположим выполненными условия
1) ak(t), bk(t), f(t) ∈ Hα, hk(t, τ) ∈ Hα,α, 0 < α ≤ 1;
2) ak(t), bk(t), f(t) ∈ C̃[0, 2π], hk ∈ C̃[0, 2π]2;
3) ak(t), bk(t), f(t) ∈ W rHα, hk(t, τ) ∈ W r,rHα,α, k = 0, 1, . . . , m.
Обоснование вычислительных схем будем проводить в про-

странстве Гельдера X = Hβ (β < min(α; 1−η)) и его подпростран-
стве Xn, состоящем из полиномов вида

n∑
k=−n

αkt
k; в пространстве

X1 = L2(γ) и его подпространстве X1,n, состоящем из полиномов

вида
n∑

k=−n
αkt

k.
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Приближенное решение задачи (8.1) − (8.2) ищем в виде поли-
нома

xn(t) =
n∑
k=0

αkt
k+m +

−1∑
k=−n

αkt
k, (8.4)

коэффициенты {αk} которого определяются из системы уравнений

Knxn = Pn

[ m∑
k=0

[ak(t)x
(k)
n (t) + bk(t)Sγ(x

(k)
n (τ))+

+Uγ(P
τ
n [hk(t, τ)x

(k)
n (τ)d(t, τ)]

)
]] = Pn[f(t)], (8.5)

где d(t, τ) - функция, определенная в § 2.
Теорема 8.1 [43], [44]. Пусть краевая задача (8.1) − (8.2) одно-

значно разрешима при любой правой части и выполнены условия
1. Тогда при n таких, что q = A lnn/nδ < 1 (δ = min(β, α − β, 1−
η−β)), система уравнений (8.5) однозначно разрешима и справед-
лива оценка ‖x− xn‖Hβ ≤ A lnn/nδ, где x и xn− решения краевой
задачи (8.1) − (8.2) и уравнения (8.5), соответственно.
Теорема 8.2 [43], [44]. Пусть краевая задача (8.1) − (8.2) одно-

значно разрешима при любой правой части и выполнено условие 2.
Тогда при n таких, что q = A

m∑
k=0
[n−1/2+ω(ak, nη−1)+ω(bk, nη−1) +

+
[
ω(hk, n

−1)
](1−η)/(1+η)

] < 1, система уравнений (8.5) имеет един-
ственное решение x∗n(t) и справедлива оценка ‖x∗ − x∗n‖L2 ≤ A[q +
ω(f, n−1)], где x∗− решение краевой задачи (8.1) − (8.2).
Для решения краевой задачи (8.1) − (8.2) можно предложить

еще одну вычислительную схему, обладающую меньшей величи-
ной погрешности.
Будем искать приближенное решение краевой задачи (8.1) −

(8.2) в виде полинома (8.4), коэффициенты {αk} которого опреде-
ляются из системы алгебраических уравнений

Knxn = Pn

[ m∑
k=0

[
ak(t)x

(k)
n (t) +

bk(t)

πi

∫
γ

x(k)n (τ)

τ − t dτ+

+
1

2πi

2n∑
j=0

hk(t, tj)x
(k)
n (tj)

t′j+1∫
t′j

dτ

|τ − t|η
]]
= Pn[f(t)], (8.6)

где t′k+1 = eis
′
k+1, s′k+1 =

2k+1
2n+1 , k = 0, 1, . . . , 2n.
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Введем пространство Xm = Hmβ функций, удовлетворяющих
условию (8.2) и имеющих производную m-го порядка, входящую

в класс Гельдера Hβ с нормой ‖x‖ = m∑
k=0
[||x(k)||C +H(x(k); β)].

Теорема 8.3 [31]. Пусть оператор K, действующий из Xm в X ,
непрерывно обратим и выполнены условия 1. Тогда при n таких,
что q = An−δ lnn < 1, система уравнений (8.6) имеет единственное
решение x∗n, и в метрике пространства Hβ справедливо неравен-
ство ‖x∗(m) − x∗(m)n ‖Hβ ≤ An−(α−β) ln2 n, где x∗ − решение краевой
задачи (8.1)-(8.2).
Аппроксимируем функцию Gm(t) = (am(t)−bm(t))/(am(t)+bm(t))

полигоном Gmn, построенным по n равноотстоящим узлам. Обо-
значим через ψ±mn функции

ψ±mn(z) = exp
{
1

2πi

∫
γ

lnGmn(τ)

τ − z dτ

}
.

Приближенное решение задачи (8.1) − (8.2) ищем в виде поли-
нома (8.4), коэффициенты αk которого определяются из системы
уравнений

Knxn ≡ Pn
ψ−mn(t)x(m)+n (t)− ψ+mn(t)x(m)−n (t) + ψ−mn(t)

m−1∑
k=0

[
ak(t)x

(k)
n (t)+

+
bk(t)

πi

∫
γ

x(k)n (τ)

τ − t dτ +
1

2πi

2n∑
j=0

hk(t, tj)x
(k)
n (tj)

t′j+1∫
t′j

dτ

|τ − t|η
]
+

+
ψ−mn(t)
2πi

2n∑
j=0

hk(t, tj)x
(k)
n (tj)

t′j+1∫
t′j

dτ

|τ − t|η
 = Pn[f(t)]. (8.7)

Теорема 8.4 [43], [44]. Пусть выполнены условия предыдущей
теоремы. Тогда при n таких, что q = An−δ lnn < 1, система урав-
нений (8.7) имеет единственное решение x∗n и справедлива оценка
‖x∗ −x∗n‖ ≤ An−(α−β) lnn, где x∗ − решение краевой задачи (8.1) −
(8.2).
Приближенное решение задачи (8.3) − (8.2) ищем в виде поли-

нома (8.4), коэффициенты {αk} которого определяются из системы
уравнений

Fnxn = P̄n

 m∑
k=0

ak(t)x(k)n (t) + 1πi
∫
γ

P τn [hk(t, τ)x
(k)
n (τ)]

τ − t

 dτ
 =
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= P̄n[f(t)]. (8.8)

Теорема 8.5 [43], [44]. Пусть краевая задача (8.3) − (8.2)
однозначно разрешима при любой правой части f и выполнены
условия 3. Тогда при n таких, что q = An−(r+α−β) ln2 n < 1, систе-
ма уравнений (8.8) имеет единственное решение x∗n и справедлива
оценка ‖x∗ − x∗n‖ ≤ An−(r+α−β) ln2 n, где x∗− решение краевой за-
дачи (8.3) − (8.2).
Приближенное решение задачи (8.3) − (8.2) ищем в виде поли-

нома (8.4), коэффициенты {αk} которого определяются из системы
линейных уравнений

Fnxn ≡ P̄n
 m∑
k=0

[
ϕ−n (t)x

+(k)
n (t)− ϕ+n (t)x−(k)n (t)+

+
ϕ−n (t)
πi

∫
γ

P τn

hk(t, τ)− hk(t, t)
τ − t x(k)n (τ)

 dτ]
 = Pn[ϕ−n (t)f(t)], (8.9)

где

ϕ±n (z) = exp

 12πi
∫
γ

lnDmn(τ)

τ − z dτ

 ;
Dmn− полигон, аппроксимирующий по n равноотстоящим узлам
функцию Dm(t) = (a(t)− h(t, t))/(a(t) + h(t, t)).
Теорема 8.6 [31]. Пусть выполнены условия предыдущей тео-

ремы. Тогда при n таких, что q = An−α ln2 n < 1, система уравне-
ний (8.9) имеет единственное решение x∗n и ‖x∗ − x∗n‖ ≤ An−α lnn,
где x∗− решение краевой задачи (8.3) − (8.2).
Теорема 8.7 [43], [44]. Пусть краевая задача (8.1) − (8.2) одно-

значно разрешима при любой правой части и выполнены условия
3. Тогда при n таких, что q = An−(r+α) lnn < 1, система урав-
нений (8.5) имеет единственное решение x∗n и справедлива оценка‖x∗ − x∗n‖L2 ≤
≤ An−(r+α) lnn, где x∗− решение краевой задачи (8.1) − (8.2).
Приближенное решение задачи (8.3), (8.2) будем искать в виде

полинома (8.4), коэффициенты которого определяются из системы
линейных уравнений

Fnxn ≡ P̄n
 m∑
k=0

[
δ−n (t)x

+(k)
n (t) + δ+n (t)x

−(k)
n (t)+

+
δ−n (t)
πi

∫
γ

P τn

hk(t, τ)− hk(t, t)
τ − t x(k)n (τ)

 dτ]
 = Pn[δ−n (t)f(t)], (8.10)
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где

δ±n (z) = exp

 12πi
∫
γ

lnDmn(τ)

τ − z dτ

 ,
Dmn(t)− сплайн степени r дефекта 1 по разбиению tk = 2kπ/n,
аппроксимирующий функцию Dm(t) = (am(t) − hm(t, t))/(am(t) +
hm(t, t)).
Теорема 8.8 [31]. Пусть выполнены условия теоремы 8.7. То-

гда при n таких, что q = An−(r+α) ln2 n < 1, система уравнений
(8.10) имеет единственное решение x∗n и справедлива оценка

‖x∗ − x∗n‖L2 ≤ An−(r+α) lnn,
где x∗− решение краевой задачи (8.3), (8.2).
Замечание. Можно показать, что предыдущая теорема справед-

лива при

q = O

( m∑
k=0

[En(ak) + En(hk)] +

+En

exp{ 1
2πi

∫
γ

ln
am − bm
am + bm

1

τ − t dτ
}) ln2 n (8.11)

и оценка погрешности имеет вид

‖x∗ − x∗n‖ = O(En(f) + q). (8.12)

Не имея возможности (из-за отсутствия места ) привести до-
казательства всех приведенных выше теорем, остановимся на до-
казательстве теорем 8.1 и 8.5. Доказательства остальных теорем
могут быть получены объединением доказательств теорем 8.1 и
8.5 и теорем из
§ 2 и § 3 данной главы.
Доказательство теоремы 8.1. Сведем краевую задачу (8.1),

(8.2) и уравнение (8.5) к эквивалентным краевым задачам. Для
этого вводится функция

Φ(z) =
1

2πi

∫
γ

x(τ)dτ

τ − z .

Воспользуемся формулами Племеля − Сохоцкого

Φ+(t)− Φ−(t) = x(t), Φ+(t) + Φ−(t) = 1
πi

∫
γ

x(τ)dτ

τ − t , (8.13)
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Φ(k)+(t)− Φ(k)−(t) = x(k)(t), Φ(k)+(t) + Φ(k)+(t) = 1
πi

∫
γ

x(k)(τ)dτ

τ − t ,
(8.14)

k = 1, . . . ,m. Подставляя равенства (8.13), (8.14) в уравнения (8.1)
и (8.5), приходим к следующим краевым задачам:

Kx ≡ m∑
k=0

[
(ak(t) + bk(t)) Φ

(k)+(t)− (ak(t)− bk(t)) Φ(k)−(t)+
+ 1
2πi

∫
γ

hk(t,τ )(Φ(k)+(τ)−Φ(k)−(τ))
|τ−t|η dτ

]
= f(t)

(8.15)
при условиях (8.2) и

Knxn ≡ Pn
 m∑
k=0

[
(ak(t) + bk(t)) Φ̃

(k)+(t)− (ak(t)− bk(t)) Φ̃(k)−(t)+

+
1

2π

∫
γ

P τn
[
hk(t, τ)d(t, τ)

(
Φ̃(k)+(τ)− Φ̃(k)−(τ))] dτ


 =

= Pn [f(t)] . (8.16)

Нетрудно видеть, что Φ̃+(t) =
n∑
k=0
αkt

k+m, Φ̃−(t) =
−1∑
k=−n

αkt
k.

Сведем краевые задачи (8.15), (8.2), и (8.16) к эквивалентным
с.и.у. Для сведения к с.и.у. краевой задачи (8.15), (8.2) можно
воспользоваться интегральным представлением Ю.М. Крикунова
[103]. Для этого функции dmΦ+(z)

dzm
и dmΦ−(z)

dzm
представляются инте-

гралом типа Коши с одной и той же плотностью

dmΦ+(z)

dzm
=
1

2πi

∫
γ

v(τ)dτ

τ − z ,
dmΦ−(z)
dzm

=
z−m

2πi

∫
γ

v(τ)dτ

τ − z . (8.17)

Для сведения краевой задачи (8.16) к эквивалентному с.и.у. вос-
пользуемся интегральным представлением

dmΦ̃+(z)

dzm
=
1

2πi

∫
γ

vn(τ)dτ

τ − z ,
dmΦ̃−(z)
dzm

=
z−m

2πi

∫
γ

vn(τ)dτ

τ − z , (8.18)

где vn(t) =
n∑
k=0

(m+k)!
k!
αkt

k − n∑
k=1
(−1)mα−k (m+k−1)!(k−1)! t

−k.

Повторяя соответствующие рассуждения работы [103], с помо-
щью представлений (8.17) и (8.18) сводим краевые задачи (8.15),
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(8.2) и (8.16) к эквивалентным с.и.у.:

K(1)v ≡ a∗1v(t) +
b∗1(t)
πi

∫
γ

v(τ)dτ

τ − t +

+
1

(2πi)2

∫
γ

h0(t, τ)dτ

|τ − t|η
∫
γ

k0(τ, σ) ln(τ − σ)v(σ)dσ+

+ . . . +
1

(2πi)2

∫
γ

|hm(t, τ)|
|τ − t|η dτ

1

2πi

∫
γ

v(σ) + σ−mv(σ)
σ − τ dσ = f1(t) (8.19)

и

K(1)n vn = Pn

a∗1vn(t) + b
∗
1(t)

πi

∫
γ

vn(τ)dτ

τ − t +

+
1

(2πi)2

∫
γ

P τn

h0(t, τ)d(t, τ)
∫
γ

k0(τ, σ) ln(τ − σ)vn(σ)dσ

 dτ+

+ . . . +
1

(2πi)2

∫
γ

P τn

hm(t, τ)d(t, τ)
∫
γ

vn(σ) + σ
−mṽ(σ)

σ − τ dσ


 dτ

 =
= Pn[f1(t)], (8.20)

где k0(t, τ), . . . ,km−1(t, τ)− фредгольмовы ядра, a∗1(t),b∗1(t),f ∗1 (t) ∈
C2π; явный вид этих функций может быть выписан на основании
представления Ю.М.Крикунова [103] (явный вид этих функций не
выписывается, так как ниже используются лишь их характеристи-
ки).
В нашем распоряжении выбор основного пространства X , в ко-

тором рассматривается уравнение (8.19). Будем считать, что X−
пространство квадратично суммируемых функций со скалярным
произведением

(g1, g2) =
1

2π

2π∫
0

g1(t)g2(t)ds, t = e
is.

Приближенное решение vn(t) ищем в подпространстве (2n + 1)

- мерных полиномов Xn вида
{
n∑

k=−n
αkt

k

}
с той же нормой, что и

пространство X . Очевидно, K(1)n ∈ [Xn → Xn].
Будем считать, что оператор K(1) имеет линейный обратный.

(Это эквивалентно тому, что краевая задача (8.1), (8.2) однозначно
разрешима при любом f).
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Так как
∥∥∥∥∥∫γ k0(τ, σ) ln(τ − σ)v(σ)dσ

∥∥∥∥∥ ≤ A‖v‖,
∥∥∥∥∥∫γ v(σ)(σ−τ)dσ

∥∥∥∥∥ ≤ A‖v‖,
где (как и всюду) A− вполне определенные постоянные, не зави-
сящие от v и n, то вместо уравнений (8.19), (8.20) можно ограни-
читься рассмотрением уравнений

K(1)v ≡ a(t)v(t)+ b(t)
πi

∫
γ

v(τ)dτ

τ − t +
1

2πi

∫
γ

h(t, τ)v(τ)

|τ − t|η dτ = f(t), (8.21)

K(1)n v ≡ Pn
a(t)vn(t) + b(t)

πi

∫
γ

vn(τ)dτ

τ − t +

+
1

2πi

∫
γ

P τn [h(t, τ)d(t, τ)vn(τ)] dτ

 = Pn[f(t)]. (8.22)

Обоснование вычислительной схемы (8.22) приближенного ре-
шения уравнения (8.21) приведено в §§ 2,3.
Доказательство теоремы 8.5. Как и при доказательстве те-

оремы 8.1, сведем краевую задачу (8.3), (8.2) и уравнение (8.8) к
эквивалентным с.и.у.
Для этого следует воспользоваться тождеством

P n

 2π∫
0

P σn

[
h(s, σ)g̃(σ)ctg

σ − s
2

]
dσ

 ≡

≡ P n
 2π∫
0

P σn [h(s, σ)g̃(σ)] ctg
σ − s
2
dσ

 ≡

≡ P n
 2π∫
0

P σn [h(s, σ)] g̃(σ)ctg
σ − s
2
dσ

 , (g̃ ∈ Xn). (8.23)

Воспользовавшись тождеством (8.23), уравнения (8.3), (8.8)
можно представить в следующем виде:

Fx ≡
m∑
k=0

ak(t)x(k)(t) + bk(t)
πi

∫
γ

x(k)(τ)

τ − t dτ+

+
1

2πi

∫
γ

hk(t, τ)− hk(t, t)
τ − t x(k)(τ)dτ

 = f(t) (8.24)
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и

Fnxn ≡ P n
 m∑
k=0

ak(t)x(k)n (t) + bk(t)πi
∫
γ

x(k)n (τ)

τ − t dτ+

+
1

2πi

∫
γ

P τn

(hk(t, τ)− hk(t, t))x(k)n (τ)
τ − t

 dτ

 = P n[f ], (8.25)

где bk(t) = hk(t, t), n ≥ m.
Повторяя рассуждения, проведенные при доказательстве теоре-

мы 8.1, уравнения (8.24), (8.2) и (8.25) можно свести к эквивалент-
ным с.и.у. Поэтому обоснование вычислительной схемы (8.8) для
краевой задачи (8.3), (8.2) сводится к обоснованию вычислитель-
ной схемы

F (1)n vn ≡ P n
a(t)vn(t) + b(t)

πi

∫
γ

vn(τ)dτ

τ − t +

+
1

2πi

∫
γ

P τn

(h(t, τ)− h(t, t))vn(τ)
τ − t

 dτ
 = P n[f ] (8.26)

для с.и.у.

F (1)v ≡ a(t)v(t) + b(t)
πi

∫
γ

v(τ)dτ

τ − t +
1

2πi

∫
γ

h(t, τ)− h(t, t)
τ − t v(τ)dτ =

= f(t), (8.27)

где
a(t), b(t), f(t) ∈ Hα, h(t, τ) ∈ Hα,α (0 < α ≤ 1. (8.28)

Теперь доказательство теоремы 8.5 свелось к обоснованию вы-
числительной схемы (8.27) для уравнения (8.26) при условиях
(8.28). Это исследование было проведено в § 3.
8.2. Приближенное решение нелинейных сингулярных
интегро-дифференциальных уравнений на замкнутых

контурах интегрирования

Выше было исследовано применение методов коллокации и
механических квадратур к линейным с.и.д.у. Сейчас изучим
применение этих методов к нелинейным сингулярным интегро-
дифференциальным уравнениям вида

Kx ≡ a(t, x(t), . . . , x(m)(t)) + Sγ(h(t, τ, x(τ), . . . , x(m)(τ))) = f(t)
(8.29)

232



при условиях ∫
γ

x(t)t−k−1dt = 0, k = 0, 1, . . . , m− 1. (8.30)

В этих формулах под γ понимается единичная окружность с цен-
тром в начале координат,

a′ui(t, u0, u1, . . . , um) ∈ Hα···α, h′ui(t, τ, u0, u1, . . . , um) ∈ Hα···α,
f(t) ∈ Hα (i = 0, 1, . . . , m). (8.31)

Вычислительная схема. Приближенное решение краевой за-
дачи (8.29), (8.30) ищется в виде полинома

xn(t) =
n∑
k=0

αkt
k+m +

−1∑
k=−n

αkt
k, (8.32)

коэффициенты которого определяются из системы уравнений

Knxn ≡ P̄ tn[a(t, xn(t), . . . , x(m)n (t))+Sγ(P τn [h(t, τ, xn(τ), . . . , x(m)n (τ))])] =
= P̄ tn[f(t)]. (8.33)

Обоснование метода. Сведем краевую задачу (8.29), (8.30) и
аппроксимирующее ее уравнение (8.33) к эквивалентным нелиней-
ным уравнениям.
Введя функции Φ(z) = 1

2πi

∫
γ

x(τ)
τ−zdτ , Φn(z) =

1
2πi

∫
γ

xn(τ)
τ−z dτ,

и воспользовавшись формулами Племеля-Сохоцкого, приходим к
уравнениям

Kx ≡ a(t,Φ+(t)− Φ−(t), . . . ,Φ(m)+(t)− Φ(m)−(t))+
+Sγ(h(t, τ,Φ

+(τ)− Φ−(τ), . . . ,Φ(m)+(τ)− Φ(m)−(τ))) = f(t), (8.34)
Knxn ≡ P̄ tn[a(t,Φ+n (t)− Φ−n (t), . . . ,Φ(m)+n (t)− Φ(m)−n (t))+

+Sγ(P
τ
n [h(t, τ,Φ

+
n (τ)− Φ−n (τ), . . . ,Φ(m)+n (τ)− Φ(m)−n (τ))])] =

= P̄ tn[f(t)]. (8.35)

Воспользовавшись интегральным представлениемЮ.М. Крику-
нова [103], уравнения (8.34) при условиях (8.2) и (8.35) сводятся к
нелинейным сингулярным интегральным уравнениям

K(1)v ≡ a(t, η0(v(t)), . . . , ηm(v(t)))+
+Sγ(h(t, τ, η0(v(τ)), . . . , ηm(v(τ)))) = f1(t), (8.36)
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K(1)n vn ≡ P̄ tn[a(t, η0(vn(t)), . . . , ηm(vn(t)))]+
+Sγ(P

τ
n [h(t, τ, η0(vn(τ)), . . . , ηm(vn(τ)))])] = P̄

t
n[f1(t)], (8.37)

где

η0(v(t)) =
1

2πi

∫
γ

k0(t, τ)v(τ)dτ, . . . , ηm−1(v(t)) =
1

2πi

∫
γ

km−1(t, τ)v(τ)dτ,

ηm(v(t)) =
1

2
v(t)(1 + t−m) + Sγ(v(τ)− t−mSγ(v(τ))), (8.38)

k0(t, τ), . . . , km(t, τ)− фредгольмовские ядра (явный вид этих функ-
ций выписан в [103]), v− плотность интегрального представления
Ю.М. Крикунова, vn(t) =

n∑
k=−n

βkt
k, βk− постоянные, однозначно

выражаемые через αk.
Так как функции ηi(v)(i = 0, 1, . . . ,m), определенные выраже-

ниями (8.38), − линейные операторы, то для простоты выкладок
вместо уравнений (8.36) и (8.37) можно ограничиться уравнениями

K(2)(v) ≡ a(t, v(t)) + Sγ(h(t, τ, v(τ))) = f(t) (8.39)

и

K(2)n (vn) ≡ P̄n[a(t, vn(t)) + Sγ(P τn [h(t, τ, vn(τ))])] = P̄n[f(t)], (8.40)
где f(t) ∈ Hα, a′u(t, u) ∈ Hα,α, h′u(t, τ, u) ∈ Hα,α,α (0 < α < 1).
В нашем распоряжении выбор пространства, в котором будем

проводить обоснование метода механических квадратур (8.40) для
уравнения (8.39). Сначала остановимся на пространстве L2. При
этом приближенное решение ищется в подпространстве L̃2 ⊂ L2,
состоящем из полиномов степени не выше n. В этих условиях метод
механических квадратур (8.40) для уравнения (8.39) обоснован в §
3. Воспользовавшись приведенными там результатами, приходим
к следующей теореме.
Теорема 8.9 [45]. Пусть в некоторой сфере S краевая за-

дача (8.29), (8.30) имеет единственное решение x∗ ∈ WmHα, и
уравнение K ′(x∗)z = f при любом f имеет единственное реше-
ние, удовлетворяющее условиям (8.30). Тогда при n таких, что
q = A ln2 n/nα < 1, система уравнений (8.33) имеет единственное
решение x∗n, и справедлива оценка ‖(x∗)(m) − (x∗n)(m)‖ ≤ A lnn/nα.
Возьмем теперь в качестве пространства, в котором проводит-

ся обоснование применения метода механических квадратур (8.40)
к уравнению (8.39), пространство X функций, удовлетворяющих
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условию Гельдера Hβ (0 < β < α) с нормой ‖x‖ = max |x(t)|+
+ sup
t2 6=t1
[|x(t1) − x(t2)|/|t1 − t2|β]. Приближенное решение ищется в

пространстве Xn ⊂ X полиномов степени не выше n.
Во втором параграфе проведено обоснование метода коллокации

в пространстве X. Воспользовавшись результатами этого пара-
графа, убеждаемся в справедливости следующей теоремы.
Теорема 8.10 [45]. Пусть в некоторой сфере S краевая задача

(8.29), (8.30) имеет единственное решение x∗ ∈ WmHα, и урав-
нение K ′(x∗)z = f при любой правой части имеет единственное
решение, удовлетворяющее условиям (8.30). Тогда при n таких,
что q = A3 ln

6 n/nα < 1, система уравнений (8.33) имеет един-
ственное решение x∗n(t), и справедлива оценка ‖(x∗)(m)−(x∗n)(m)‖ ≤
A4 ln

2 n/nα.
Ранее было показано, что сингулярные интегро-дифференциальные

уравнения сводятся к сингулярным интегральным уравнениям.
Поэтому ниже мы ограничимся рассмотрением уравнения

Kx ≡ a(t)x(t) + b(t)Sγ(x(τ)) + Uγ(h(t, τ)x(τ)) = f(t). (8.41)

Будем считать, что коэффициенты a(t), b(t), h(t, τ), (по обеим
переменным) f(t) удовлетворяют интегральному условию Гельде-
ра H(r+α)p (0 < α < 1), а решения этого уравнения ∈ Lp (1 <
p < ∞). Предположим, что оператор K непрерывно обратим в
Lp. Будем решать уравнение (8.41) методом моментов. Для этого
предварительно сведем его к краевой задаче Римана

K(1)x ≡ V x+Wx = y,
где V x ≡ ψ−x+ − ψ+x−, Wx = lUγ(h(t, τ)x(τ)), y = lf,
Приближенное решение уравнения K(1)x = y ищется в виде по-

линома xn(t) =
n∑

k=−n
αkt

k, коэффициенты которого определяются из
системы

K(1)n xn ≡ Vnxn +Wnxn = yn, (8.42)

где

yn = Φn[y], l = ψ
−/(a+b), ψ(z) = exp

 12πi
∫
γ

ln

a(τ)− b(τ)
a(τ) + b(τ)

 1

τ − zdτ
 ,

Vnxn = Φn[V xn], Wnxn = Φn[lUγ(Φ
τ
n[h(t, τ)xn(τ)])].

Φn− оператор проектирования на n частную сумму ряда Фурье.
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Введем полином ϕ̃(xn) = V ∗n xn + Uγ(T tn[h(t, τ)]xn(τ)), где V ∗n xn =
= ψ−n x+n − ψ+n x−n , ψn = Tn[ψ], Tn− оператор проектирования на
множество полиномов наилучшего приближения степени не выше
n в метрике Lp. Оценим норму ‖K(1)xn − ϕ̃(xn)‖ ≤ |x+n |‖ψ−ψ−n ‖+
+|x−n |‖ψ+ − ψ+n ‖+ A‖h(t, τ)− Tn[h(t, τ)]‖|xn|.
Так как xn− полином степени не выше n, то |xn| ≤ n1/p‖xn‖.

Поэтому, воспользовавшись оценками работы [134], имеем ‖K1xn−
−ϕ̃(xn)‖ ≤ An−(r+α−1/p)‖xn‖. Так как ‖Φn‖ = 1, то справедлива
следующая теорема.
Теорема 8.11 [44], [45]. Пусть оператор K непрерывно обра-

тим в Lp (1 < p < ∞), и функции a(t), b(t), h(t, τ) (по обеим
переменным), f(t) удовлетворяют интегральному условию Гель-
дера H(r+α)p (если r = 0, то α > 1/p). Тогда при n таких, что
q = An−(r+α−1/p) < 1, система уравнений (8.42) имеет единствен-
ное решение x∗n и справедлива оценка ‖x∗ − x∗n‖ ≤ An−(r+α−1/p).
Замечание. Распространение этих утверждений на случай син-

гулярных интегро-дифференциальных уравнений не представляет
труда.

8.3. Приближенное решение линейных сингулярных
интегро-дифференциальных уравнений с разрывными

коэффициентами

В этом и следующем пунктах изучаются прямые (без регуля-
ризации) методы приближенного решения с. и. д. у. с разрывны-
ми коэффициентами и на разомкнутых контурах интегрирования.
Впервые приближенные методы решения сингулярных интеграль-
ных уравнений с разрывными коэффициентами изучались в моно-
графии [82], в которой был предложен эффективный алгоритм све-
дения сингулярных интегральных уравнений с разрывными коэф-
фициентами к эквивалентным сингулярным интегральным урав-
нениям с непрерывными коэффициентами.
Рассмотрим сначала сингулярные интегро-дифференциальные

уравнения вида

Kx ≡
m∑
k=0

[ak(t)x
(k)(t) + bk(t)Sγ(x

(k)(τ))+

+Uγ(hk(t, τ)|τ − t|−ηx(k)(τ))] = f(t) (8.43)

при условиях ∫
γ

x(t)t−k−1dt = 0, k = 0, 1, . . . , m− 1, (8.44)
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где ak(t), bk(t), hk(t, τ) (k = 0, m), f(t)− функции, непрерывные в
метрике C всюду на γ, за исключением точки t = 1, в которой
ak(t) и bk(t) (k = 0, m) имеют разрыв 1 рода.
Приближенное решение краевой задачи (8.43), (8.44) ищется в

виде полинома (8.32), коэффициенты которого определяются из си-
стемы алгебраических уравнений

Knxn ≡ Pn
[ m∑
k=0

[ak(t)x
(k)
n (t) + bk(t)Sγ(x

(k)
n (τ))+

+Uγ(P
τ
n [hk(t, τ)d(t, τ)x

(k)
n (τ)])]

]
= Pn[f(t)], (8.45)

где d(t, τ) = |τ− t|−η при |σ−s| ≥ 2π/(2n+1), d(t, τ) = |ei2π/(2n+1)−
1|−η при |σ − s| ≤ 2π/(2n+ 1), t = eis, τ = eiσ.
Точно так же, как и в случае с. и. д. у. с непрерывными коэффи-

циентами, краевая задача (8.43), (8.44) и система (8.45) сводятся
к эквивалентному сингулярному интегральному уравнению и ап-
проксимирующей его алгебраической системе. Вместо них целесо-
образно ограничиться уравнениями

Kx ≡ a(t)x(t)+ b(t)Sγ(x(τ))+Uγ(h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)) = f(t) (8.46)
и

Knxn ≡ Pn[a(t)xn(t) + b(t)Sγ(xn(τ)) + Uγ(P τn [h(t, τ)d(t, τ)xn(τ)])] =
= Pn[f(t)], (8.47)

где a(t) и b(t) имеют разрыв первого рода в точке t = 1.
В качестве пространства, в котором проводится обоснование вы-

числительной схемы (8.47), возьмем пространство L2.
Подобно выкладкам, приведенным в § 3, уравнениям (8.46) и

(8.47) поставим в соответствие промежуточные уравнения

K̃x ≡ am(t)x(t) + bm(t)Sγ(x(τ)) + Uγ(h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)) = f(t)
и

K̃nxn ≡ Pn[am(t)xn(t)+bm(t)Sγ(xn(τ))+Uγ(P τn [h(t, τ)d(t, τ)xn(τ)])] =
= Pn[f(t)],

где am(t) и bm(t), m = [n1/2]− полигоны, аппроксимирующие функ-
ции a(t) и b(t) по m равноотстоящим узлам, причем при построе-
нии полигонов am(t) и bm(t) в точке t = 1 используются предельные
значения a(1 + 0), a(1− 0) и b(1 + 0), b(1− 0).
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Переход от уравнения Kx = f к уравнению K̃x = f и от урав-
нения K̃nxn = fn к уравнению Knxn = fn проводится по теореме
Банаха.
Уравнения K̃x = f и K̃nxn = fn сводятся к эквивалентным кра-

евым задачам

K(1)x ≡ x+(t)−G(t)x−(t) +D(t)Uγ(h(t, τ)|τ − t|−ηx(τ)) =
= D(t)f(t), (8.48)

K(1)n xn ≡ Pn[x+n (t)−G(t)x−n (t) +D(t)Uγ(P τn [h(t, τ)d(t, τ)xn(τ)])] =
= Pn[D(t)f(t)], (8.49)

где G(t) = S(t)D(t), S(t) = am(t)− bm(t), D(t) = (am(t) + bm(t))−1.
Пусть решение краевой задачи ϕ+(t) = G(t)ϕ−(t) имеет вид

ϕ(t) = (t− 1)δϕ0(t), где δ = ζ + iξ, ϕ0 ∈ H.
Как и в случае сингулярных интегральных уравнений с непре-

рывными коэффициентами, уравнения (8.48), (8.49) можно пред-
ставить в следующей эквивалентной форме:

K(2)x ≡ V x+Wx = y, (8.50)

K(2)n xn ≡ Vnxn +Wnxn = yn, (8.51)

где

V x = ψ−x+−ψ+x−, Wx = lUγ(h(t, τ)|τ−t|−ηx(τ)), l = ψ−

a+ b
, y = lf,

yn = Pn[y], Vnxn = Pn[V xn], Wnxn = Pn[lUγ(P
τ
n [h(t, τ)d(t, τ)xn(τ)])],

ψ(z) =


(z − 1) exp

{
1
2πi

∫
γ
ln[S(τ)D(τ)](τ − z)−1dτ

}
при ζ ≤ 0,

exp

{
1
2πi

∫
γ
ln[S(τ)D(τ)](τ − z)−1dτ

}
при ζ > 0.

Для обоснования предложенной вычислительной схемы введем
полином

ϕ̃(t) = V ∗n xn + Uγ(T
t
n[l(t)h(t, τ)d

∗(t, τ)]xn(τ)),

где V ∗n xn = ψ−n x+n − ψ+n x−n , ψn = T tn(ψ), T tn− оператор проектиро-
вания на множество тригонометрических полиномов наилучшего
равномерного приближения степени не выше n по переменной t,
d∗(t, τ) =
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= |τ − t|−η при |τ − t| ≥ ρ, d∗(t, τ) = ρ−η при |τ − t| ≤ ρ, ρ фиксиру-
ется ниже. Можно показать, что (модуль непрерывности функций
am(e

is) и bm(eis) определяется в открытом промежутке 0 < s < 2π)

‖K(2)xn − ϕ̃‖ ≤ A[w(am;n−1) + w(bm;n−1) + w(ψ;n−1)+
+w(h;n−1)ρ1−η + ρ−2ηn−η + nθ]‖xn‖, (8.52)

‖PnK2xn − ϕ̃‖ ≤ A[w(am;n−1) + w(bm;n−1) + w(ψ;n−1)+
+w(h;n−1)ρ1−η + ρ−2ηn−η + nθ]‖xn‖, (8.53)

где θ = −(1− |ζ|) при ζ ≤ 0, θ = −ζ при ζ > 0.
Теперь осталось оценить ‖PnK(2)xn −K(2)n xn‖. Повторяя рассу-

ждения, сделанные в § 4, получаем оценку
‖PnK(2)xn −K(2)n xn‖ ≤ A[w(h;n−1) + ρ−2ηn−η]‖xn‖. (8.54)

Из оценок (8.52)−(8.54), полагая для определенности ρ =
n−η/(1+η), получаем следующее утверждение.
Теорема 8.12 [45]. Пусть оператор K непрерывно обратим в

пространстве L2, коэффициенты a(t), b(t), h(t, τ), f(t) ∈ C всюду
на γ, за исключением точки t = 1, в которой a(t), b(t) имеют
разрыв первого рода. Тогда при n таких, что

q = A[w(a;n−1/2)+w(b;n−1/2)+w(ψ;n−1)+(w(h;n−1))(1−η)/(1+η)+nθ+

+n−η(1−η)/(1+η)] < 1,
система уравнений (8.45) имеет единственное решение x∗n. Спра-
ведлива оценка ‖x∗−x∗n‖ ≤ A[q+w(f ;n−1)], где x∗− решение урав-
нения (8.45). Здесь θ = −(1 − |ζ|) при ζ ≤ 0, θ = −ζ при ζ > 0,
δ = ζ + iξ, (t− 1)δϕ0(t)− решение краевой задачи
ψ+(t) = [(am(t)− bm(t))/(am(t) + bm(t))]ψ−(t).
Следствием теоремы 8.12 является предложение:
Теорема 8.13. [45]. Пусть краевая задача (8.43), (8.44) имеет

единственное решение при любой правой части и выполнены усло-
вия ak(t), bk(t), hk(t, τ) (k = 0,m), f(t) ∈ C всюду, за исключением
точки t = 1, в которой am(t) и bm(t) имеют разрыв первого рода.
Тогда при n таких, что q = Amax0≤k≤m[w(ak;n−1) + w(bk;n−1) +
w(ψ;n−1) + w(hk;n−1) + nθ+]. +n−η(1−η)/(1+η)] < 1, система уравне-
ний (8.45) имеет единственное решение x∗n и справедлива оценка‖x∗ − x∗n‖ ≤ A[q +
+w(f ;n−1)], где x∗− решение краевой задачи (8.43), (8.44). Здесь
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θ = −(1− |ζ|) при ζ ≤ 0, θ = −ζ при ζ > 0, δ = ζ + iξ,
(t − 1)δϕ0(t)− решение краевой задачи Φ+(t) = [(am(t) −
bm(t))/(am(t) + bm(t))]Φ

−(t).

8.4. О другом подходе к обоснованию приближенных
методов решения сингулярных

интегро-дифференциальных уравнений

В пунктах 8.1 − 8.3 изложен метод приближенного решения
сингулярных интегро-дифференциальных уравнений, обоснование
которого основано на применении представления Ю.М. Крикуно-
ва. Другой подход к обоснованию приближенных методов решения
сингулярных интегро-дифференциальных уравнений был предло-
жен автором в 1971 г., но из-за задержки по техническим причи-
нам (большой объем первоначальной рукописи) публикации ста-
тьи [21], был опубликован только в 1974 г., т.е. через 2 года после
выхода из печати статьи [43] ( см. также [44], [46]).
Приведем основные элементы этого метода. Для краткости оста-

новимся только на нелинейных с.и.д.у.
Рассмотрим с.и.д.у.

Kx ≡ a(t, x(t), . . . , x(m)(t))+

+
1

πi

∫
γ

h(t, τ, x(τ), . . . , x(m)(τ))

τ − t dτ = f(t) (8.55)

при условиях ∫
γ

x(t)t−k−1dt = 0, k = 0, 1, . . . , m− 1, (8.56)

где γ− единичная окружность с центром в начале координат.
Будем считать, что f(t) ∈ Hα, a

′
ui
(t, u0, . . . , um) ∈ Hα,1,...,1,

h′′ui(t, τ, u0, . . . , um) ∈∈ Hα,1,...,1, i = 0, . . . , m.
Приближенное решение задачи (8.55), (8.56) ищется в виде по-

линома

xn(t) =
n∑
k=0

αkt
k+m +

−1∑
k=−n

αkt
k,

коэффициенты {αk} которого определяются из системы уравнений
Knxn ≡

≡ Pn
a(s, xn(s), . . . , x(m)n (s)) + 12π

2π∫
0

[P σn [[h(s, σ, xn(σ), . . . , x
(m)
n (σ))]−
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−i[[h(s, s, xn(σ), . . . , x(m)n (σ))− h(s, s, xn(s), . . . , x(m)n (s))]ctg
σ − s
2
]−

−i
2n∑
k=0

′ [[h(s, sk, xn(sk), . . . , x(m)n (sk))−
−h(s, s, xn(sk), . . . , x(m)n (sk))]ctg

sk − s
2
ψk(σ)

]
dσ

}
= Pn[f(s)],

(8.57)
где Pn - оператор проектирования на множество интерполяци-
онных полиномов по узлам sk = 2kπ/(2n + 1), k = 0, . . . , 2n,
a(s) = a(eis), x(j)n (s) = x

(j)
n (e

is), j = 0, . . . , m,
∑
k

′ϕkj означает сумми-

рование по k 6= j, ψk(s)− фундаментальные тригонометрические
полиномы степени n по узлам sk.
Введем следующие пространства функций: X = Hmβ − простран-

ство функций, удовлетворяющих условию (8.56) и имеющих про-
изводную m порядка, входящую в класс Гельдера Hβ, с нормой

‖x‖ =M (m)(x) +H(m)(x; β) =
m∑
k=0

max
t∈L |x

(k)(t)|+

+ sup
t2 6=t1
|x(m)(t2)− x(m)(t1)|/|t2 − t1|β;

Y− пространство функций, удовлетворяющих условию Гельдера
Hβ с нормой ‖y‖ = M (0)(y) + H(0)(y); Xn ⊂ X− пространство
функций вида xn(t); Yn ⊂ Y− пространство полиномов степени не
выше n.
Обоснование метода проводится при β < α/2. Операторы К и

Kn имеют производные Фреше K ′ и Kn′ в пространствах X и Xn.
В произвольной точке ξ ∈ X эти производные имеют вид

K ′(ξ)z ≡
m∑
j=0

a′j(t, ξ(t), ξ
′(t), . . . , ξ(m)(t))z(j)(t)+

+
m∑
j=0

1

πi

∫
γ

h′j(t, ξ(τ), ξ′(τ), . . . , ξ(m)(τ))z(j)(τ)
τ − t dτ,

K ′n(ξ)zn ≡ Pn
 m∑
j=0

a′j(s, ξ(s), ξ
′(s), . . . , ξ(m)(s))z(j)n (s)+

+
1

2π

2π∫
0

P σn

 m∑
j=0

h′j(s, σ, ξ(σ), ξ
′(σ), . . . , ξ(m)(σ))z(j)n (σ)

 dσ−
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− i
2π

2π∫
0

P σn

 m∑
j=0

[
h′j(s, s, ξ(σ), ξ

′(σ), . . . , ξ(m)(σ))z(j)n (σ)−

−h′j(s, s, ξ(s), ξ′(s), . . . , ξ(m)(s))z(j)n (s)
]
ctg
σ − s
2

]
dσ−

− i
2π

2π∫
0

m∑
j=0

 2n∑
k=0

′ [h′j(s, sk, ξ(sk), ξ′(sk), . . . , ξ(m)(sk))z(j)n (sk)−
−h′j(s, s, ξ(sk), ξ′(sk), . . . , ξ(m)(sk))z(j)n (sk)

]
ψk(σ)

]
ctg
σ − s
2
dσ

]
.

Здесь через a′j(s, u0, u1, . . . , um) и h′j(s, σ, u0, u1, . . . , um) обозначе-
ны производные от функций a(s, u0, u1, . . . , um) и h(s, σ, u0, u1, . . . , um)
по переменной uj, j = 0, 1, . . . ,m. Остальные обозначения приве-
дены в описании формулы (8.57).
Нетрудно показать, что справедливо неравенство

‖K ′(x1)−K ′(x2)‖ < A‖x1 − x2‖.
Воспользовавшись неравенством М. Рисса [192], можно пока-

зать, что ‖K ′n(xn1) − K ′n(xn2)‖ ≤ Anβ ln2 n‖xn1 − xn2‖. Пусть
x∗ ∈ Hα− решение задачи (8.55), (8.56), и пусть существует огра-
ниченный правый обратный оператор R(x∗) = [K ′(x∗)]−1r с нор-
мой B0. При n таких, что q1 = A/nα−β < 1, оператор K ′(x0n),
x0n = Tnx

∗, имеет ограниченный правый обратный R(x0n) с нор-
мой ‖R(x0n)‖ ≤ B0/(1− q1). Здесь
Tn− оператор проектирования на полиномы наилучшего прибли-
жения степени n в равномерной метрике.
Выше в §§ 2-4 неоднократно использовался прием, заключаю-

щийся в сведении исходного сингулярного интегрального уравне-
ния и аппроксимирующей его системе алгебраических уравнений
к эквивалентной краевой задаче Римана и аппроксимирующей ее
системе алгебраических уравнений. В данном случае этот прием
заключается в следующем.
Рассмотрим уравнение K ′(ξ)x = f. Для простоты обозначений

представим это уравнение в виде

Gx ≡
m∑
k=0

ak(t)x(k)(t) + 1
πi

∫
γ

hk(t, τ)x
(k)(τ)

τ − t dτ

 = f(t).
Метод коллокации для уравнения Gx = f имеет вид

Gnxn ≡
m∑
k=0

Pn

ak(t)x(k)n (t) + 1πi
∫
γ

hk(t, τ)x
(k)
n (τ)

τ − t dτ

 = Pn[f(t)].
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Выделим отдельно характеристический оператор со старшей
производной

Gx ≡ am(t)x(m)(t) + hm(t, t)
πi

∫
γ

x(m)(τ)

τ − t dτ+

+
1

πi

∫
γ

hm(t, τ)− hm(t, t)
τ − t x(m)(τ)dτ+

+
m−1∑
k=0

ak(t)x(k)(t) + 1
πi

∫
γ

hk(t, τ)x
(k)(τ)

τ − t dτ

 = f(t). (8.58)

Представим уравнение (8.58) в виде

Gx ≡ am(t)x(m)(t) + hm(t, t)
πi

∫
γ

x(m)(τ)

τ − t dτ +H(x, x
′, . . . , x(m−1)) =

= f(t). (8.59)

Повторяя выкладки, неоднократноприведенные выше, сведем
уравнение (8.59) к краевой задаче

G(1)x ≡ ψ−(t)x(m)+(t)− ψ+(t)x(m)−(t) + lH(x, x′, . . . , x(m−1)) =
= l(t)f(t), (8.60)

где ψ(t)− решение краевой задачи ψ+(t) = G(t)ψ−(t), G(t) =
(am(t)−
−bm(t))/(am(t)+ bm(t), bm(t) = hm(t, t), l(t) = ψ−(t)/(am(t)+ bm(t)).
Метод коллокации для краевой задачи (8.60) записывается в ви-

де операторного уравнения

G(1)n x
(m)
n ≡ Pn[ψ−(t)x(m)+n (t)−ψ+(t)x(m)−n (t)+l(t)H(xn, x

′
n, . . . , x

(m−1)
n )] =

= Pn[f(t)].

где x(m)n (t) =
n∑

k=−n
αkt

k.

Введем полином

ϕn(t) = ψ
−
n (t)x

(m)+
n (t)− ψ+n (t)x(m)−n (t) + Tn[l(t)H(xn, x

′
n, . . . , x

(m−1)
n )],

где ψ±n (t) = Tn[ψ±(t)], Tn− оператор проектирования на множе-
ство полиномов степени n наилучшего равномерного приближе-
ния. Отметим, что наилучшие приближения к функциям ψ+(t) и
ψ−(t) строятся таким образом, чтобы полиномы ψ+n (t) и ψ−n (t) были
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функциями, аналитическими внутри и вне единичной окружности,
соответственно.
Оценим нормы ‖G(1)xn−ϕn‖ и ‖PnK(1)xn−ϕn‖. Для этого нужно

оценить нормы ‖ψ∓x(m)±n −ψ±n x(m)∓n ‖ и ‖Rn[l(t)H(xn, x′n, . . . , x(m−1)n ‖,
где Rn = E − Tn, E− тождественный оператор.
Первая из этих норм неоднократно оценивалась выше. Для оцен-

ки второй нормы достаточно заметить, что операторH(xn, x′n, . . . , x(m−1)n )
не зависит от функции x(m)n и, следовательно, в метрике про-
странства X справедлива оценка ‖Rn[lH(xn, x′n, . . . , x(m−1)n )]‖ ≤
An1−β‖xn‖. Отметим, что при ее получении было использовано не-
равенство
М. Рисса.
Таким образом, из общей теории приближенных методов следу-

ет, что оператор G(1)n непрерывно обратим. Из обратимости опе-
ратора G(1)n следует обратимость оператора Gn. Доказательство
этого утверждения неоднократно приводилось выше.
Воспользовавшись результатами предыдущих пунктов можно

показать, что при q2 = max{q1, A ln2 n/nα−β} < 1 оператор K ′n(x0n)
имеет линейный обратный с нормой ‖[K ′n(x0n)]−1‖ ≤ A lnn.
Теорема 8.14 [21]. Пусть краевая задача (8.55), (8.56) имеет в

некоторой сфере S единственное решение x∗, существует ограни-
ченный правый обратный оператор [K ′(x∗)]−1r . Тогда при n таких,
что q = A ln5 n/nα−2β < 1, уравнение (8.57) имеет такое решение
x∗n, что ‖x∗ − x∗n‖ ≤ A ln2 n/nα−β.
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ГЛАВА IV
ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ МНОГОМЕРНЫХ
СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

В этой главе исследуются приближенные методы решения по-
лисингулярных и многомерных сингулярных интегральных урав-
нений.

1. Приближенное решение краевых задач в
бицилиндрических областях

Пусть в плоскости комплексного переменного zk (k = 1, 2) дана
единичная окружность γk с центром в начале координат, делящая
ее на две части: внутреннюю D+k и внешнюю D

−
k . Общую часть

границ бицилиндрической области D±± = D±1 D
±
2 обозначим че-

рез γ12 = γ1γ2. Будем искать функции ϕ±±(t1, t2), аналитические в
областях D±±, исчезающие в бесконечно удаленных точках обла-
стей D±∓ и D−− и удовлетворяющие краевому условию

Kϕ ≡ a(t1, t2)ϕ++(t1, t2) + b(t1, t2)ϕ+−(t1, t2) + c(t1, t2)ϕ−+(t1, t2)+
+d(t1, t2)ϕ

−−(t1, t2) = f(t1, t2). (1.1)

Следует отметить, что приводимые ниже результаты справед-
ливы и в полицилиндрических областях. Мы рассматриваем крае-
вую задачу (1.1) в бицилиндрической области только для просто-
ты обозначений.
Краевую задачу (1.1) можно рассматривать при различных

предположениях. Будем считать, что функции a, b, c, d не обраща-
ются в нуль на γ12, а коэффициенты a, b, c, d и правая часть f урав-
нения (1.1) удовлетворяют условию Гельдера Hαα (0 < α < 1) .
Предположим, что функции a, b, c, d допускают следующую фак-

торизацию: существуют кусочно-аналитические функции ψ±∓(z1, z2),
отличные от нуля в соответствующих областях и являющиеся ре-
шениями уравнений

ψ++(t1, t2) = a(t1, t2)ψ
−−(t1, t2), (1.2)

ψ+−(t1, t2) = b(t1, t2)ψ−+(t1, t2), (1.3)

ψ−+(t1, t2) = c(t1, t2)ψ+−(t1, t2), (1.4)

ψ−−(t1, t2) = d(t1, t2)ψ++(t1, t2). (1.5)

В общем случае нахождение решений ψ±± этих уравнений явля-
ется трудной задачей, однако в ряде случаев можно указать ее ре-
шение в замкнутой форме. Во-первых, если функции a, b, c, d имеют
вид
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a(t1, t2) = a1(t1)a2(t2), b(t1, t2) = b1(t1)b2(t2), c(t1, t2) = c1(t1)c2(t2),
d(t1, t2) = d1(t1)d2(t2), то указанные уравнения разрешимы в за-
мкнутой форме. Это следует из того, что каждое из этих уравне-
ний распадается на два одномерных уравнения. Для определенно-
сти остановимся на уравнении ψ++(t1, t2) = a(t1, t2)ψ−−(t1, t2). Это
уравнение можно переписать в виде ψ+(t1)ψ+(t2) = a1(t1)a2(t2)ψ−(t1)ψ−(t2),
что эквивалентно двум уравнениям ψ+(t1) = a1(t1)ψ−(t1), ψ+(t2) =
a2(t2)ψ

−(t2).
Решения этих уравнений приведены в § 7 главы I.
Во-вторых, в монографии [88] показано, что факторизации:

1) A(t, ω) = tpωqx±±(t, ω)x±∓(t, ω), 2) A(t, ω) = tpωqx±±(t, ω)x∓∓(t, ω),
3) A(t, ω) = tpωqx±±(t, ω)x∓±(t, ω), имеют место тогда и только
тогда, когда функция ϕ(t, ω) = lnA0(t, ω) (A(t, ω) = tpωqA0(t, ω))
удовлетворяет соответствующим условиям:

1) (I ∓ S1)ϕ = 0, 2) (I ∓ S2)ϕ = 0, 3) (I ∓ S12)ϕ = 0.
Здесь

S1ϕ =
1

πi

∫
γ1

ϕ(τ1, t2)

τ1 − t1 dτ1, S2ϕ =
1

πi

∫
γ2

ϕ(t1, τ2)

τ2 − t2 dτ2,

S12ϕ = − 1
π2

∫
γ1

∫
γ2

ϕ(τ1, τ2) dτ1dτ2
(τ1 − t1)(τ2 − t2) ,

p и q − частные индексы функции A(t, ω). Предполагается, что
|A(t, ω)| > 0.
Приведенные факторизации называются вырожденными, и они

являются решениями уравнений (1.2) − (1.5). Эти решения имеют
вид

ψ±± = exp
[(
P±± lnA0

)
(t, ω)

]
,

где P±± − оператор проектирования на D±±, удовлетворяющий
условиям

P++ − P+− − P−+ + P−− = I,
P++ + P+− + P−+ + P−− = S12,
P++ − P+− + P−+ − P−− = S,1
P++ + P+− − P−+ − P−− = S2.

Возвращаясь к уравнению (1.1), будем искать его приближенное
решение в виде функций

ϕ++n (t1, t2) =

n∑
k=0

n∑
l=0
αklt

k
1t
l
2

ψ++(t1, t2)
, ϕ+−n (t1, t2) =

n∑
k=0

−1∑
l=−n
αklt

k
1t
l
2

ψ+−(t1, t2)
,
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ϕ−+n (t1, t2) =

−1∑
k=−n

n∑
l=0
αklt

k
1t
l
2

ψ−+(t1, t2)
, ϕ−−n (t1, t2) =

−1∑
k=−n

−1∑
l=−n
αklt

k
1t
l
2

ψ−−(t1, t2)
,

где ψ++, ψ+−, ψ−+, ψ−− −, соответственно, решения уравнений
(1.2) − (1.5). Коэффициенты {αkl} этих уравнений определяются
из системы линейных алгебраических уравнений

Knϕn = Pnn
[
aϕ++n + bϕ

+−
n + cϕ

−+
n + dϕ

−−
n

]
= Pnn[f ], (1.6)

где Pnn = P t1n P
t2
n .

Обоснование описанной вычислительной схемы будем проводить
в пространстве E функций, аналитических в соответствующих
областях D±± и удовлетворяющих по обеим переменным условию
Гельдера Hβ (0 < β < α) с нормой

‖x(t1, t2)‖ = max
t1,t2∈γ12

|x(t1, t2)|+max
t2∈γ2

sup
t′1 6=t′′1

|x(t′1, t2)− x(t′′1, t2)|
|t′1 − t′′1|β

+

+max
t1∈γ1

sup
t′2 6=t′′2

|x(t1, t′2)− x(t1, t′′2)|
|t′2 − t′′2|β

.

Будем считать, что оператор K непрерывно обратим в E.
Теорема 1.1 [25], [28]. Пусть оператор K непрерывно обра-

тим в пространстве E, функции a, b, c, d не обращаются в нуль на
контуре γ12, удовлетворяют условию Гельдера Hαα (0 < α < 1) .
Пусть, кроме того, имеют место факторизации (1.2) − (1.5). То-
гда при n таких, что q = An−(α−β) ln2 n < 1, система уравне-
ний (1.6) имеет единственное решение ϕ∗n и справедлива оценка
‖ϕ∗ − ϕ∗n‖ ≤ An−(α−β) ln2 n, где
ϕ∗ − решение уравнения (1.1).
Доказательство. Оценим величину ‖Kϕn −Knϕn‖. Нетрудно

видеть, что
‖Kϕn −Knϕn‖ ≤

≤ ∥∥∥aϕ++n − Pnn [aϕ++]∥∥∥+ · · ·+ ∥∥∥dϕ−−n − Pnn [dϕ−−n ]∥∥∥ . (1.7)

Так как все слагаемые оцениваются одинаково, то остановимся
на оценке первого. Заменяя a(t1, t2) отношением ψ++(t1, t2)/ψ−−(t1, t2),
можно записать, что

J =
∥∥∥aϕ++n − Pnn [aϕ++n ]∥∥∥ = ∥∥∥ψ++(ψ−−)−1ϕ++n − Pnn [ψ++(ψ−−)−1ϕ++n ]∥∥∥ .

Обозначим через ψ−−n полином наилучшего равномерного при-
ближения для функции (ψ−−)−1, аналитической в области D−−.
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Тогда

J =

∥∥∥∥∥∥(ψ−−)−1
n∑
k=0

n∑
l=0

αklt
k
1t
l
2 − ψ−−n

n∑
k=0

n∑
l=0

αklt
k
1t
l
2+

+Pnn

ψ−−n n∑
k=0

n∑
l=0

αklt
k
1t
l
2 − (ψ−−)−1

n∑
k=0

n∑
l=0

αklt
k
1t
l
2

∥∥∥∥∥∥ .
Известно, что ‖Pnn‖ ≤ A ln2 n, ‖(ψ−−)−1 − ψ−−n ‖ ≤ An−(α−β). То-

гда

J = An−(α−β) ln2 n
∥∥∥∥∥∥
n∑
k=0

n∑
l=0

αklt
k
1t
l
2

∥∥∥∥∥∥ ≤ An−(α−β) ln2 n‖ϕ++n ‖.
Проведя аналогичные выкладки для остальных слагаемых, сто-

ящих в правой части неравенства (1.7), убеждаемся в справедли-
вости оценки ‖Kϕn −Knϕn‖ ≤ An−(α−β) ln2 n‖ϕn‖. Из этой оценки
и теоремы Банаха следует обратимость слева оператора Kn. Так
как оператор Kn – конечномерный, то обратимость слева влечет
за собой двустороннюю обратимость. Теорема доказана.
Пусть функции a, b, c, d представимы в виде произведений

a(t1, t2) = = a1(t1)a2(t2), . . . , d(t1, t2) = d1(t1)d2(t2). Тогда оценки,
приведенные в предыдущей теореме, допускают усиление, если до-
полнительно предположить, что функции a, b, c, d имеют производ-
ные.
Предположим, что ai, bi, ci, di ∈ W rHα, r ≥ 1, 0 < α < 1, i =

= 1, 2. Тогда, повторяя рассуждения, приведенные при доказатель-
стве предыдущей теоремы, убеждаемся в справедливости следую-
щего утверждения.
Теорема 1.2 [25], [28]. Пусть оператор K непрерывно обратим

в пространстве E, функции a, b, c, d не обращаются в нуль на кон-
туре γ12 и представимы в виде a(t1, t2) = a1(t1)a2(t2), . . . , d(t1, t2) =
= d1(t1)d2(t2), ai, bi, ci, di ∈ W rHα, r ≥ 1, 0 < α < 1, i = 1, 2. Тогда
при n таких, что q = An−r−α+β ln2 n < 1, система уравнений (1.6)
имеет единственное решение ϕ∗n и справедлива оценка ‖ϕ∗ − ϕ∗n‖ ≤
≤ An−r−α+β ln2 n, где ϕ∗ − решение уравнения (1.1).
Аналогичным образом доказывается теорема 1.3.
Теорема 1.3 [25], [28]. Пусть выполнены условия теоремы 1.2,

причем ai, bi, ci, di – функции, аналитические в кольце ρi < |zi| < Ri
(i = 1, 2). Тогда при n таких, что q = A

[
ρn+1 + Rn−1

]
ln2 n < 1

(ρ = max(ρ1, ρ2), R = min(R1, R2)), система уравнений (1.6) имеет
единственное решение ϕ∗n и справедлива оценка ‖ϕ∗ − ϕ∗n‖ ≤ Aq,
где ϕ∗ – решение уравнения (1.1).
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Проведем теперь обоснование вычислительной схемы (1.6) в про-
странстве L2(γ12) функций, суммируемых с квадратом. В этом слу-
чае будем предполагать, что коэффициенты и правая часть урав-
нения (1.1) являются непрерывными функциями.
Теорема 1.4 [25], [28]. Пусть оператор K непрерывно обратим

в пространстве L2(γ12), функции a, b, c, d, f ∈ C2π не обращаются в
нуль на γ12 и, кроме того, имеют место факторизации (1.2) − (1.5).
Тогда при n таких, что q = Amax

(
ω(a, n−1), . . . , ω(d, n−1)

)
< 1, си-

стема уравнений (1.6) имеет единственное решение ϕ∗n и справед-
лива оценка ‖ϕ∗ − ϕ∗n‖ ≤ Amax

[
ω(a, n−1), . . . , ω(d, n−1)

]
, где ϕ∗−

решение уравнения (1.1).
Доказательство. Методика доказательства точно такая же,

как при доказательстве теоремы 1.1. Различие состоит лишь в
оценках. Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что
если f(t1, t2) является тригонометрическим полиномом степени не
выше n по каждой переменной, то ‖Pnn (f(t1, t2))‖ = ‖f(t1, t2)‖.
Кроме того, если
ψn− полином наилучшего равномерного приближения функции ψ,
то

|ψ(t1, t2)− ψn(t1, t2)| ≤ Amax
[
ωt1
(
ψ(t1, t2);n

−1) , ωt2 (ψ(t1, t2);n−1)] .
Воспользовавшись этими оценками и повторяя рассуждения,

сделанные при доказательстве предыдущей теоремы, убеждаемся
в справедливости следующих теорем.
Теорема 1.5 [25], [28]. Пусть оператор K непрерывно обратим

в L2(γ12), функции a, b, c, d не обращаются в нуль на γ12, справедли-
во представление a(t1, t2) = a1(t1)a2(t2), . . . , d(t1, t2) = d1(t1)d2(t2),
причем ai, bi, ci, di ∈ W rHα (r ≥ 1, 0 < α < 1), i = 1, 2. Тогда при
n таких, что q = An−r−α < 1, система уравнений (1.6) имеет един-
ственное решение ϕ∗n и справедлива оценка ‖ϕ∗ − ϕ∗n‖ ≤ An−r−α,
где ϕ∗ – решение уравнения (1.1).
Теорема 1.6 [25], [28]. Пусть выполнены условия предыдущей

теоремы , и, кроме того, пусть функции ai, bi, ci, di− аналитиче-
ские в кольце ρi < |zi| < Ri (i = 1, 2). Тогда при n таких, что
q = A

[
ρn+1 + R−n−1

]
< 1, система (1.6) имеет единственное ре-

шение ϕ∗n, причем ‖ϕ∗ − ϕ∗n‖ ≤ A
[
ρn+1 + R−n−1

]
, где ϕ∗− решение

уравнения (1.1), ρ = max(ρ1, ρ2), R = min(R1, R2).

2. Приближенное решение полисингулярных
интегральных уравнений

В этом параграфе для простоты обозначений будем рассма-
тривать бисингулярные интегральные уравнения. Полученные
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результаты легко распространяются на полисингулярные инте-
гральные уравнения любой конечной размерности.

2.1. Приближенное решение бисингулярных
интегральных уравнений нормального типа

Рассмотрим на контуре γ12 = γ1 × γ2 бисингулярное интеграль-
ное уравнение

Kx = a(t1, t2)x(t1, t2) + b(t1, t2)S12(x(τ1, τ2))+

+U12 [h(t1, t2, τ1, τ2)x(τ1, τ2)] = f(t1, t2). (2.1)

Воспользовавшись формулами Сохоцкого для бисингулярных
интегралов, приведенных в § 7 введения, представим уравнение
(2.1) в виде:

(a+ b)ϕ++ − (a− b)ϕ+− − (a− b)ϕ−+ + (a+ b)ϕ−−+
+U12

[
h(t1, t2, τ1, τ2)(ϕ

++ − ϕ+− + ϕ+− + ϕ−−)] = f(t1, t2).
Будем считать, что функции (a + b), (a − b) не обращаются в

нуль на γ12, принадлежат классу Гельдера Hαα (0 < α < 1) и
имеют частные индексы, равные нулю.
Разделим на (a + b) обе части предыдущего уравнения. В ре-

зультате получим уравнение

ϕ++ − (a− b)(a+ b)−1ϕ+− − (a− b)(a+ b)−1ϕ−+ + ϕ−− + (a+ b)−1×
×U12

[
h(t1, t2, τ1, τ2)(ϕ

++(τ1, τ2) + . . . + ϕ
−−(τ1, τ2))

]
=

= f(t1, t2)(a+ b)
−1. (2.2)

В монографии [88] доказана возможность представления

(a− b)(a+ b)−1 = (ψ+−ψ−+)−1ψ++ψ−−,
где ψ±± = exp

{[
ln
(
(a− b)(a+ b)−1)]±±}.

Заменим в уравнении (2.2) функцию (a−b)(a+b)−1 выражением
(ψ++ψ−−)/ψ+−ψ−+. В результате получим

Lϕ = (ψ++ψ−−)−1ϕ++ − (ψ+−ψ−+)−1ϕ−+ − (ψ+−ψ−+)−1ϕ+−+
+(ψ++ψ−−)−1ϕ−−+(ψ++ψ−−(a−b))−1U12

[
h(t1, t2, τ1, τ2)(ϕ

++(τ1, τ2) + . . .

. . .+ ϕ−−(τ1, τ2))dτ1, dτ2
]
= ψ++ψ−−(a+ b)−1f(t1, t2). (2.3)
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Приближенное решение уравнения (2.3) будем искать в виде
функций

ϕ++n = ψ
++

n∑
k=0

n∑
l=0
αklt

k
1t
l
2, ϕ

+−
n = ψ

+− n∑
k=0

−1∑
l=−n
αklt

k
1t
l
2,

ϕ−+n = ψ−+
−1∑
k=−n

n∑
l=0
αklt

k
1t
l
2, ϕ

−−
n = ψ

−− −1∑
k=−n

−1∑
l=−n
αklt

k
1t
l
2.

(2.4)

Коэффициенты {αkl} определим из системы линейных алгебраи-
ческих уравнений

Lnϕn ≡ Pnn [Lϕn] = Pnn[f ]. (2.5)

Обоснование вычислительной схемы (2.5) проводится в про-
странстве Е , введенном в предыдущем параграфе.
Теорема 2.1 [25], [28]. Пусть выполнены условия: 1) уравнение

(2.1) однозначно разрешимо при любой правой части; 2) функ-
ции a, b, c, d, f удовлетворяют условию Гельдера Hα по ка-
ждой переменной; 3) коэффициенты a, b, c, d не обращаются в
нуль на γ12 и имеют равные нулю частные индексы. Тогда си-
стема уравнений (2.5) однозначно разрешима при n таких, что
q = An−(α−β) ln2 n < 1, и справедлива в метрике пространства E
оценка ‖ϕ∗ − ϕ∗n‖ ≤ An−(α−β) ln2 n, где ϕ∗ и ϕ∗n − решения уравне-
ний (2.3) и (2.5), соответственно.
Теорема 2.2 [25], [28]. Пусть выполнены условия 1), 3) преды-

дущей теоремы, а функции a, b, h, f непрерывны. Тогда система
уравнений (2.5) однозначно разрешима при n таких, что q =
= Amax

(
ω(a, n−1), . . . , ω(d, n−1)

)
< 1, и в метрике L2(γ12) справед-

лива оценка ‖ϕ∗ − ϕ∗n‖ ≤ Amax
(
ω(a, n−1), . . . , ω(d, n−1), ω(f ;n−1)

)
,

где ϕ∗ и ϕ∗n - решения уравнений (2.3) и (2.5), соответственно.
Доказательства теорем 2.1 и 2.2 аналогичны доказатель-

ству теоремы 1.4.
Замечание. Если функции a, b, h, f имеют большую гладкость,

то справедливы оценки, аналогичные приведенным в теоремах 1.1,
1.4, 1.5, 1.6.

2.2. Приближенное решение бисингулярных
интегральных уравнений в исключительных случаях

В этом разделе изложены результаты работы [50].
Рассмотрим бисингулярное интегральное уравнение вида

a(t1, t2)x(t1, t2) +
b(t1, t2)

πi

∫
γ1

x(τ1, t2)

τ1 − t1 dτ1 +
c(t1, t2)

πi

∫
γ2

x(t1, τ2)

τ2 − t2 dτ2+
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+
d(t1, t2)

π2

∫
γ1

∫
γ2

x(τ1, τ2)

(τ1 − t1)(τ2 − t2)dτ1dτ2 = f(t1, t2), (2.6)

t1 ∈ γ1, t2 ∈ γ2.
Предположим, что a(t1, t2), b(t1, t2), c(t1, t2), d(t1, t2) ∈ Hα,α,

γ1, γ2- единичные окружности на комплексных плоскостях z1 и z2.
Пользуясь преобразованием Гильберта, сведем уравнение (2.6) к

уравнению с ядром Гильберта, которое для простоты обозначений
запишем как

a(s1, s2)x(s1, s2) + b(s1, s2)
2π∫
0

x(σ1, s2) ctg
σ1 − s1
2
dσ1+

+c(s1, s2)
2π∫
0

x(s1, σ2) ctg
σ2 − s2
2
dσ2+

+d(s1, s2)
2π∫
0

2π∫
0

x(σ1, σ2) ctg
σ1 − s1
2

ctg
σ2 − s2
2
dσ1dσ2 = f(s1, s2).

(2.7)
Отметим, что все проведенные ниже рассуждения справедли-

вы и для более общих уравнений, включающих в левую часть и
компактный интегральный оператор. Функции b(s1, s2), c(s1, s2),
d(s1, s2) предполагаются такими, что выполнены приводимые ни-
же условия (2.16).
Выберем систему узлов v1k = v

2
k = vk = πk/n, k = 0, . . . , 2n, v

1∗
k =

= v2∗k = v∗k = πk/n + h, 0 < h < π/2n, k = 0, . . . , 2n − 1. Величина
параметра h будет определена ниже.
Решение будем искать в виде полинома

xnn(s1, s2) =
2n−1∑
k=0

2n−1∑
l=0

aklψk(s1)ψl(s2),

где ψk(s) − фундаментальные полиномы по узлам v∗k, k = 0, 1, . . . ,
2n− 1,

ψk(s) =

{
0, s = v∗l , l 6= k;

1, s = v∗k.

Заменим в уравнении (2.7) сингулярные интегралы кубатурны-
ми формулами. Пусть s1 ∈ [vi, vi+1), s2 ∈ [vj, vj+1). Тогда

2π∫
0

x(σ1, s2) ctg
σ1 − v∗i
2
dσ1 =

252



=
2n−1∑

k=0,k 6=i−1,i+1
x(v∗k, v

∗
j )

vk+1∫
vk

ctg
σ1 − v∗i
2
dσ1 + r1, (2.8)

2π∫
0

x(s1, σ2) ctg
σ2 − v∗j
2
dσ2 =

=
2n−1∑

k=0,k 6=j−1,j+1
x(v∗i , v

∗
k)

vk+1∫
vk

ctg
σ2 − v∗j
2
dσ2 + r2; (2.9)

2π∫
0

2π∫
0

x(σ1, σ2) ctg
σ1 − v∗i
2

ctg
σ2 − v∗j
2
dσ1dσ2 =

=
2n−1∑

k=0,k 6=i−1,i+1

2n−1∑
l=0,l 6=j−1,j+1

x(v∗i , v
∗
l )

vk+1∫
vk

vl+1∫
vl

ctg
σ1 − v∗i
2

ctg
σ2 − v∗j
2
dσ1dσ2+

+r3. (2.10)

Для оценки погрешности квадратурных формул (2.8) и (2.9) вве-
дем прямые

y1(σ1) = x(v
∗
i , v
∗
j ) + k1(σ1 − v∗i ),

y2(σ2) = x(v
∗
i , v
∗
j ) + k2(σ2 − v∗j ),

где коэффициенты k1 и k2 подбираются описанным в § 5 гл. III
способом. Погрешность квадратурных формул (2.8) и (2.9) также
была оценена в § 1.
Остановимся на оценке погрешности квадратурной формулы

(2.10). Эта погрешность удовлетворяет неравенству

|r3| ≤
2n−1∑

k=0,k 6=i−1,i+1

2n−1∑
l=0,l 6=j−1,j+1

∣∣∣∣∣∣
vk+1∫
vk

vl+1∫
vl

(x(σ1, σ2)− x(v∗k, v∗l ))×

× ctg σ1 − v
∗
i

2
ctg
σ2 − v∗j
2
dσ1dσ2

∣∣∣∣∣∣+
+

∑
k=i−1,i+1

2n−1∑
l=0

∣∣∣∣∣∣
vk+1∫
vk

vl+1∫
vl

(x(σ1, σ2)− ψil(σ1, σ2))×

× ctg σ1 − v
∗
i

2
ctg
σ2 − v∗j
2
dσ1dσ2

∣∣∣∣∣∣+
+

∑
l=j−1,j+1

 i−2∑
k=0

+
2n−1∑
k=i+2

 ∣∣∣∣∣∣
vk+1∫
vk

vl+1∫
vl

(x(σ1, σ2)− ψ∗kj(σ1, σ2))×
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× ctg σ1 − v
∗
i

2
ctg
σ2 − v∗j
2
dσ1dσ2

∣∣∣∣∣∣ = r31 + r32 + r33.
Здесь ψil(σ1, σ2) и ψ∗kj(σ1, σ2)− поверхности такие, что

vi∫
vi−1

vl+1∫
vl

ψil(σ1, σ2) ctg
σ1 − v∗i
2

ctg
σ2 − v∗j
2
dσ1dσ2+

+

vi+2∫
vi+1

vl+1∫
vl

ψil(σ1, σ2) ctg
σ1 − v∗i
2

ctg
σ2 − v∗j
2
dσ1dσ2 = 0, (2.11)

vk+1∫
vk

vj∫
vj−1
ψ∗kj(σ1, σ2) ctg

σ1 − v∗i
2

ctg
σ2 − v∗j
2
dσ1dσ2+

+

vk+1∫
vk

vj+2∫
vj+1

ψ∗kj(σ1, σ2) ctg
σ1 − v∗i
2

ctg
σ2 − v∗j
2
dσ1dσ2 = 0, (2.12)

и, кроме того,

ψil(v
∗
i , v
∗
l ) = x(v

∗
i , v
∗
l ), l = 0, 1, . . . , 2n− 1, (2.13)

ψ∗kj(v
∗
k, v
∗
j ) = x(v

∗
k, v
∗
j ), k = 0, 1, . . . , i− 1, i+ 2, . . . , 2n− 1. (2.14)

Нетрудно видеть, что такие поверхности существуют. В каче-
стве простейшего примера подобной поверхности, удовлетворяю-
щей условиям (2.11) и (2.13), возьмем y(σ1, σ2) = x(v∗i , v∗l )+kil(σ1−
v∗i ), где kil определяется формулой (2.11).
Аналогичное построение справедливо и для условий (2.12),

(2.14).
Для получения оценок r31÷r33 понадобятся следующие неравен-

ства [66, с. 90]:

|x(σ1, σ2)−x(v∗i , v∗l )| ≤ A(|σ1−v∗i |α+|σ2−v∗l |α) ≤ A(|σ1−v∗i ||σ2−v∗l |)α/2,
|ψil(σ1, σ2)− ψil(v∗i , v∗l )| ≤ kil|σ1 − v∗i |.

Воспользовавшись этими замечаниями, нетрудно показать, что

r31 ≤ A ln
2 n

nα
, r32 ≤ A lnn

nα
+ Ak

lnn

n
, r33 ≤ A lnn

nα
+ Ak

lnn

n
,

где k = maxil |kil|.
Следовательно,

r33 ≤ A ln
2 n

nα
+ Ak

lnn

n
.
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Заменим теперь в уравнении (2.7) сингулярные и бисингуляр-
ные интегралы квадратурными формулами (2.8) − (2.10) и к по-
лученному выражению применим метод коллокации. В результате
имеем

a(v∗i , v
∗
j )x(v

∗
i , v
∗
j ) + b(v

∗
i , v
∗
j )

2n−1∑
k=0,k 6=i−1,i+1

x(v∗k, v
∗
j )

vk+1∫
vk

ctg
σ1 − v∗i
2
dσ2+

+c(v∗i , v
∗
j )

2n−1∑
k=0,k 6=i−1,i+1

x(v∗i , v
∗
k)

vk+1∫
vk

ctg
σ2 − v∗j
2
dσ2+

+d(v∗i , v
∗
j )

2n−1∑
k=0,k 6=i−1,i+1

2n−1∑
l=0,l 6=j−1,j+1

x(v∗k, v
∗
l )

vk+1∫
vk

vl+1∫
vl

ctg
σ1 − v∗i
2

ctg
σ2 − v∗j
2
dσ =

= f(v∗i , v
∗
j ), i, j = 0, 1, . . . , 2n− 1, (2.15)

где dσ = dσ1dσ2.
В случае если

b(v∗i , v
∗
j )

vi+1∫
vi

ctg
σ1 − v∗i
2
dσ1 + c(v

∗
i , v
∗
j )

vj+1∫
vj

ctg
σ2 − v∗j
2
dσ2+

+d(v∗i , v
∗
j )

vi+1∫
vi

vj+1∫
vj

ctg
σ1 − v∗i
2

ctg
σ2 − v∗j
2
dσ1dσ2 6= 0 (2.16)

при i, j = 0, 1, . . . , 2n−1, то выбором параметра h можно добиться
того, что система уравнений (2.15) будет однозначно разрешима.
Оценка погрешности приближенного решения уравнения (2.7)

по вычислительной схеме (2.15) оценивается неравенством A ln
2 n
nα
+

Ak lnn
n
. Справедливость этого неравенства доказывается по анало-

гии с доказательством, приведенным в § 5 гл. III. Отметим, что
если в качестве функций ψkl и ψ∗kl взять более сложные поверхно-
сти, то второе слагаемое в приведенной выше оценке погрешности
можно уменьшить.
Замечание. Приведенные выше рассуждения можно распро-

странить и на бисингулярные интегральные уравнения вида

a(t1, t2)x(t1, t2) + b(t1, t2)
1∫
−1

x(τ1, t2)

τ1 − t1 dτ1 + c(t1, t2)
1∫
−1

x(t2, τ2)

τ2 − t2 dτ2+

+d(t1, t2)
1∫
−1

1∫
−1

x(τ1, τ2)dτ1dτ2
(τ1 − t1)(τ2 − t2) +

1∫
−1

1∫
−1
h(t1, t2, τ1, τ2)x(τ1, τ2)dτ1dτ2 =
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= f(t1, t2).

При этом в качестве узлов коллокации следует взять узлы, вве-
денные в § 5 гл. III при исследовании приближенных методов реше-
ния сингулярных интегральных уравнений на разомкнутых конту-
рах интегрирования.

3. Приближенные методы решения многомерных
сингулярных интегральных уравнений

Многомерные сингулярные интегральные уравнения вида

a(t)x(t) +
∫
E

ϕ(t,Θ)x(τ)

(r(t, τ))l
dτ = f(t), (3.1)

где t = (t1, . . . , tl), τ = (τ1, . . . , τl), r(t, τ) =

 l∑
k=1

(tk − τk)2
1/2, Θ =

=
(t− τ)
r(t, τ)

, E − некоторое мнообразие в Rl, находят широкое при-
менение в многочисленных задачах математики, механики, аэро-
динамики и других областях физики и техники [85], [106], [121].
Несмотря на это, приближенные методы решения уравнений ви-

да (3.1) к настоящему времени практически не разработаны.
В данном параграфе описан метод приближенного решения

уравнений вида (3.1) и более общих нелинейных сингулярных ин-
тегральных уравнений вида

a(t, x(t)) +
∫
E

ϕ(t,Θ, x(τ))

(r(t, τ))l
dτ = f(t), (3.2)

на произвольных многообразиях E ⊂ Rl.
Результаты, включенные в этот параграф, опубликованы в ра-

ботах [47] − [49].
3.1. Приближенное решение линейных многомерных

сингулярных интегральных уравнений

Рассмотрим двумерное сингулярное интегральное уравнение

a(t)x(t) + b(t)
∫
G

ϕ(Θ)x(τ)

(r(t, τ))2
dτ = f(t), (3.3)

где G − односвязное многообразие на плоскости E2. Будем счи-
тать, что функции a(t), b(t), f(t) и ϕ(Θ) удовлетворяют условию
Гельдера с показателем α (0 < α ≤ 1) по всем переменным.
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Ниже будет показано, что результаты, полученные для уравне-
ний вида (3.3), распространяются на уравнения вида

a(t)x(t) +
∫
G

ϕ(t,Θ)x(τ)

(r(t, τ))2
dτ = f(t). (3.4)

Мы ограничиваемся двумерными сингулярными интегральны-
ми уравнениями только для простоты обозначений. Из проделан-
ных выкладок будет видно, что полученные результаты практи-
чески дословно распространяются на многомерные сингулярные
интегральные уравнения любой конечной размерности.
Построим вычислительную схему приближенного решения урав-

нения (3.3) в предположении, что G− квадрат [−A,A]2, где A−
некоторое вещественное число. Ниже будут описаны изменения,
которые необходимо ввести в вычислительную схему в случае, ко-
гда G− произвольное односвязное многообразие. Покроем область
G квадратами ∆kl = [tk, tk+1; tl, tl+1], k, l = 0, N + 1, где tk =
−A+ 2Ak/(N + 2), k = 0, N + 2.
Наряду с квадратами ∆kl, k, l = 0, N + 1, введем прямоугольни-

ки ∆̄kl, k, l = 1, N , которые определяются следующим образом:
∆̄kl = ∆kl при k = 2, N − 1 и l = 2, N − 1;
∆̄11 = ∆00 ∪∆01 ∪∆10 ∪∆11;
∆̄1,N = ∆0,N ∪∆1,N ∪∆0,N+1 ∪∆1,N+1;
∆̄N,1 = ∆N,0 ∪∆N+1,0 ∪∆N,1 ∪∆N+1,1;
∆̄N,N = ∆N,N ∪∆N,N+1 ∪∆N+1,N ∪∆N+1,N+1;
∆̄1,l = ∆0,l ∪∆1,l при l = 2, N − 1;
∆̄N,l = ∆N,l ∪∆N+1,l при l = 2, N − 1;
∆̄k,1 = ∆k,0 ∪∆k,1 при k = 2, N − 1;
∆̄k,N = ∆k,N ∪∆kN+1 при k = 2, N − 1.
Приближенное решение уравнения (3.3) будем искать в виде

кусоч-
но-постоянной функции xN(t1, t2), равной константе xkl в квадрате
∆̄kl, k, l = 1, N .
Неизвестные значения xkl определяются из системы линейных

алгебраических уравнений

a(t̄kl)xkl +
N∑
i=1

N∑
j=1

′d̄ij(t̄kl)xij + xkldkl(t̄kl) = f(t̄kl), k, l = 1, 2, . . . , N,

(3.5)
где

∑∑′ означает суммирование по прямоугольникам ∆ij, не име-
ющим общих граней с квадратом ∆kl, tkl = (tk, tl), τkl = (τk, τl),
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h2 =

(
2A

N

)2
, dij(t̄kl) =

∫
∆ij

ϕ

 t̄kl − τ
r(t̄kl, τ)

 dτ

r2(t̄kl, τ)
,

d̄ij(t̄kl) =
∫
∆̄ij

ϕ

 t̄kl − τ
r(t̄kl, τ)

 dτ

r2(t̄kl, τ)
, t̄kl = (tk + h̄1, tl + h̄2),

величины h̄1 и h̄2 будут описаны ниже.
Покажем, что для широких классов ядер ϕ(Θ) параметры h̄1 и

h̄2 могут быть выбраны таким образом, чтобы система уравнений
(3.5) была однозначно разрешима. В качестве критерия однознач-
ной разрешимости системы уравнений (3.5) будем использовать
теорему Адамара.
Вначале оценим сверху выражение

N∑
i=1

N∑
j=1

′d̄ij(t̄kl) ≤ Bh2
N∑
i=1

N∑
j=1

′ 1

(tk − tj)2 + (tl − tj)2 ≤

≤ 8Bh2
[N2 ]+1∑
i=1

[N2 ]+1∑
j=1

1

t2i + t
2
j

≤

≤ 8Bh2
[N2 ]+1∑
i=1

[N2 ]+1∑
j=1

N 2

(i2 + j2)4A2
=

= 8B
[N2 ]+1∑
i=1

[N2 ]+1∑
j=1

1

i2 + j2
≤ DlnN. (3.6)

Отметим, что здесь и далее для единообразия через B и D обо-
значаются различные константы (B1, B2, . . . D1, D2, . . .), возника-
ющие при оценках. Все эти константы не зависят от N и легко
могут быть получены. Так как их численные значения нигде не
используются, то оценки этих констант опускаются.
Таким образом, если обозначить через C матрицу системы урав-

нений (3.5), то из неравенства (3.6) следует, что

N2∑
k=0,k 6=j

|cjk| ≤ D lnN, (3.7)

причем эта оценка не зависит от j, 1 ≤ j ≤ N 2.
Покажем теперь, что можно так подобрать параметры h̄1 и h̄2,

что величина |dll(t̄ll)| может быть сделана сколь угодно большой.
Известно [121] необходимое и достаточное условие существова-

ния сингулярного интеграла, согласно которому
∫
S
ϕ

 t̄kl − τ
r(t̄kl, τ)

 ds =
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0,
где S - единичная окружность с центром в точке t̄kl, которую про-
бегает точка Θ. Так как криволинейный интеграл первого рода
обращается в нуль, а функция ϕ(Θ) по предположению непрерыв-
на, то имеются по крайней мере две точки, в которых функция
ϕ(Θ) обращается в нуль. Предположим для определенности, что
функция ϕ(Θ) обращается в нуль в точках a1 и a2. Это означает,
что имеются два отрезка прямых линий, соединяющих точку t̄kl
с точками a1 и a2, на которых функция ϕ(Θ) обращается в нуль.
Так как характеристика ϕ(Θ) не зависит от полюса, то углы Θ1 и
Θ2 между этими прямыми и осью Oτ1 не зависят от местораспо-
ложения точки t̄kl. Положим для определенности 0 ≤ Θ1 < Θ2 ≤ π.
Введем параметр h̄, где h̄ − достаточно малое положительное чи-
сло, величина которого будет описана ниже. В качестве точки t̄kl
возьмем точку с координатами t̄kl = (t̄k, t̄l), t̄k = tk+ h̄, t̄l = tl+1− h̄,
h̄ ≤ A

N
. Тогда интеграл dkl(t̄kl) можно представить следующим

образом:

dkl(t̄kl) ≥
∣∣∣∣∣ ∫
G1
ϕ
(
t̄kl−τ
r(t̄kl,τ )

)
dτ

r2(t̄kl,τ)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∫
σ0

ϕ

 t̄kl − τ
r(t̄kl, τ)

 dτ

r2(t̄kl, τ)

∣∣∣∣∣∣ = q1 + q2,
где σ0 - круг радиуса h̄ с центром в точке t̄kl, G1 = ∆kl\σ0.
Из теоремы 1.5 монографии [121] следует, что q2 = 0. Для упро-

щения описания выкладок, проводимых при оценке интеграла q1,
обратимся к рисунку. При сделанном выше предположении о том,
что характеристика обращается в нуль в двух точках, возможны
два случая.
Вначале рассмотрим случай, представленный на рисунке 1.
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Пусть a0 = t̄kl. Предположим для определенности, что функция
ϕ(Θ) отрицательна внутри треугольника a0a1a2 и положительна в
дополнении этого треугольника до квадрата ∆kl. Из необходимо-
го и достаточного условия существования сингулярного интеграла
следует, что интеграл по области, ограниченной круговым сегмен-
том σ1 c хордой a2a3 и дугой a2a3, будет положительным. Обозна-
чим ∆∗kl = ∆̃kl\σ1, где ∆̃kl − прямоугольник a4a8a10a11. Пусть S −
область a4a5a6a7a8a9a4.
Оценим снизу величину интеграла

∫
∆∗kl

ϕ(Θ)

r2(τ, t̄kl)
dτ ≥

∫
S

ϕ(Θ)dτ

r2(τ, t̄kl)
≥
R∫
r

2π∫
π

ϕ(Θ)dρdϕ

ρ
= ln

R

r

2π∫
π

ϕ(Θ)dϕ.

(3.8)

Здесь r − расстояние между точками a0 и a1, R = A
N
.

Отметим, что при выводе предыдущего неравенства был сделан
переход к полуокружности, отмеченной на рисунке 1 пунктирной

линией. Нетрудно видеть, что r =
b0 − a0

sin(π −Θ2) =
b0 − a0
sinΘ2

,

и так как угол Θ2 не равен π, то за счет выбора h̄ = b0−a0 величина
r может быть сделана сколь угодно малой. Отметим, что в ситу-
ации, представленной на рисунке 1 t̄k = (tk + tk+1)/2, t̄l = tl+1 − h̄,
если k 6= 0, N + 1 и l 6= 0, N + 1. Таким образом, за счет выбо-
ра h̄ правую часть неравенства (3.8) можно сделать как угодно
большой. Из полученных оценок нетрудно заметить, что

dkl(t̄kl) ≥ D ln
∣∣∣∣∣A sinΘ2Nh

∣∣∣∣∣ , (3.9)

гдеD − некоторая вполне определенная положительная константа.
За счет выбора h̄ всегда можно добиться того, чтобы величина
dkl(t̄kl) была как угодно большой и чтобы выполнялись условия
теоремы Адамара. Таким образом, в случае, когда Θ2 − Θ1 < π,
доказана однозначная разрешимость системы (3.5).
Рассмотрим теперь случай, когда Θ2 − Θ1 = π. Этот случай

в наиболее сложном для исследования варианте, когда Θ1 = 0,
представлен на рисунке 2.
Обозначим через σ0 круг радиуса h̄ c центром в точке a0 = t̄kl, а

через σ1 − дополнение σ0 до прямоугольника c1c2a2a1. Из условия
существования сингулярного интеграла следует, что интеграл по
области σ0 равен нулю. Оценим интеграл по области σ1. При этом
напомним, что функция ϕ(Θ) обращается в нуль на прямой a1a2.
Будем для определенности считать, что внутри прямоугольника
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c1c2a2a1 функция ϕ(Θ) отрицательна, а внутри прямоугольника
a1a2d1d2 - положительна.
Очевидно, что∫

σ1

|ϕ(Θ)|dτ
r2(τ, a0)

≤
∫
σ1

|ϕ(Θ)− ϕ
(
τ1−t̄k
r(τ,a0)

, 0
)
|dτ

r2(τ, a0)
≤
∫
σ1

B

 τ2 − t̄l
r(τ, a0)

α dτ

r2(τ, a0)
.

Перепишем последний интеграл в более удобном виде, перенеся
начало локальной системы координат в точку a0. Тогда

B
∫
σ1

 |τ2|√
τ 21 + τ

2
2

α dτ1dτ2
τ 21 + τ

2
2

≤ 2B
h̄∫
0

h̄∫
√
h̄2−τ21

τα2
(τ 21 + τ

2
2 )
1+α/2

dτ1dτ2+

+2B
h̄∫
0

A
N∫
h̄

τα2
(τ 21 + τ

2
2 )
1+α/2

dτ1dτ2 = 2B(q1 + q2).

Переходя к полярным координатам, получаем:

q1 =
h̄∫
0

h̄∫
√
h̄2−τ21

τα2 dτ1dτ2

(τ 21 + τ
2
2 )
1+α/2

=

π/4∫
0

dϕ

h̄
sinϕ∫
h̄

sinα ϕ

ρ
dρ+

π/2∫
π/4

dϕ

h̄
cosϕ∫
h̄

sinα ϕ

ρ
dρ =

=

π/4∫
0

sinα ϕ ln
1

sinϕ
dϕ +

π/2∫
π/4

sinα ϕ ln
1

cosϕ
dϕ ≤

π/4∫
0

ln
1

sinϕ
dϕ +

π/2∫
π/4

ln
1

cosϕ
dϕ.

В силу симметричности подынтегральных функций оба инте-
грала равны между собой. Оценим, например, первый из них. По-
скольку

2

π
≤ sinϕ
ϕ
≤ 1,

то
π/4∫
0

ln
1

sinϕ
dϕ ≤

π/4∫
0

ln
1
2
π
ϕ
dϕ =

π/4∫
0

ln
π

2ϕ
dϕ =

π

4
ln
π

2
−
π/4∫
0

lnϕ dϕ =

=
π

4
ln
π

2
− ϕ(lnϕ− 1)

∣∣∣∣∣
π/4

0
=
π

4
ln
π

2
− π
4
ln
π

4
=
π

4
ln 2.

Следовательно, q1 ≤ π/2. Оценим второе слагаемое. Для этого
разобьем прямоугольник e1c2a2e3 на m =

[
A

Nh̄

]
квадратов и инте-

грал по всему прямоугольнику представим как сумму интегралов
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по каждому квадрату. Для первого квадрата
√
τ 21 + τ

2
2 ≥ h̄, сле-

довательно, искомый интеграл в данном квадрате ограничен 1.
Для второго квадрата

√
τ 21 + τ

2
2 ≥ 2h̄, следовательно, искомый ин-

теграл в данном квадрате ограничен 1/4, и т.д. Таким образом,

q2 ≤
m∑
v=1

1

2v
. Последняя сумма представляет собой сумму геометри-

ческой прогрессии с первым элементом b0, равным 1, и знаменате-
лем q, равным 1

2
. Тогда

q2 ≤ b0(q
m − 1)
q − 1 = 2

(
1− 1
2m

)
≤ 2.

Таким образом, интеграл
∫
σ1

|ϕ(Θ)|dτ
r2(τ, a0)

ограничен некоторой кон-

стантой B̃ при любых значениях h̄. С другой стороны, по аналогии
с выкладками, проведенными при рассмотрении первого случая,

интеграл
∫
∆̄kl

|ϕ(Θ)|dτ
r2(τ, a0)

,

где ∆̄kl = [d2, d1; a1, a2], за счет выбора h̄ может быть сделан как
угодно большим.

Для того, чтобы это доказать, оценим интеграл
∫
∆̆kl

|ϕ(Θ)|dτ
r2(τ, a0)

,

где ∆̆kl − прямоугольник b1b2d2d1. Обозначим через ∆̃kl область
e2e3v1v2. Нетрудно видеть, что∫
∆̆kl

|ϕ(Θ)|dτ
r2(τ, a0)

≥
∫
∆̃kl

|ϕ(Θ)|dτ
r2(τ, a0)

≥
A
N
−3h̄∫
2h̄

π
4∫
0

|ϕ(Θ)|dτ
r2(τ, a0)

≥ ln R̆
2h̄

π
4∫
0

ϕ(Θ)dϕ,

где R̆ =
A

N
− 3h̄.

Устремляя h̄ к нулю, можно сделать рассматриваемый интеграл
сколь угодно большим.
Таким образом, доказана однозначная разрешимость системы

уравнений (3.5) в случае, если характеристики ϕ(Θ) обращаются
в нуль на двух лучах, исходящих из полюса. Повторяя проделан-
ные выше выкладки, можно показать, что если характеристики
ϕ(Θ) обращаются в нуль на конечном числе лучей, исходящих из
полюса, то можно таким образом подобрать константы h̄1 и h̄2 (для
каждого случая свой набор), чтобы система уравнений (3.5) была
однозначно разрешима.
Исследуем точность приближенного решения x∗N(t1, t2) уравне-
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ния (3.5).
Пусть x∗(t1, t2) − точное решение уравнения (3.3). Приравняв

обе части этого уравнения в узлах коллокации t̄kl, получаем то-
ждество:

a(t̄kl)x
∗(t̄kl) +

N∑
i=1

N∑
j=1

∫
∆∗ij

ϕ
(
τ1−t̄k
r(τ,t̄kl)

, τ2−t̄l
r(τ,t̄kl)

)
x∗(τ)

r2(τ, t̄kl)
dτ = f(t̄kl), (3.10)

k, l := 1, N.
Обозначим через KN оператор, описываемый системой (3.5) в

пространстве RN2, через K − оператор, описываемый исходным
уравнением (3.3), а через PN − оператор, проецирующий про-
странство X = Hβ (0 < β < α) на кусочно-постоянные функции по
узлам t̄kl, k, l := 1, N . Тогда x∗N − PNx∗ = K−1N (KN(x∗N − PNx∗)) =
K−1N (PNf−
−KNPNx∗) = K−1N (PNKx∗−KNPNx∗) = K−1N (PNKx∗−PNKPNx∗)+
+K−1N (PNKPNx∗ − PNKNPNx∗).
Переходя к норме в пространстве RN2, имеем:

||x∗N − PNx∗|| ≤ DN−α +D||PN [KPNx∗ −KNPNx∗]||. (3.11)

Оценим второе слагаемое в правой части неравенства. Так как
||PN || ≤ D, то достаточно оценить величину
I1 =

∣∣∣∣∣
∫
gkl

ϕ

 τ1 − t̄k
r(τ, t̄kl)

,
τ2 − t̄l
r(τ, t̄kl)

 1

r2(τ, t̄kl)
PNx

∗dτ
∣∣∣∣∣.

Здесь gkl = [tk−1, tk+2; tl−1, tl+2]\∆kl.
Выше отмечалось, что функция ϕ(Θ) обращается в нуль по

крайней мере на двух отрезках прямых, выходящих из точки
(t̄k, t̄l). Пусть это будут сегменты KK1 и FF1 (см. рис. 3).
Введем функцию ψ(x1, x2) ∈ Hαα(M) (0 < α ≤ 1), такую, что

ψ(t̄kl) = (PNx
∗)(t̄kl) и∫
gkl

ϕ

 τ1 − t̄k
r(τ, t̄kl)

,
τ2 − t̄l
r(τ, t̄kl)

 ψ(τ1, τ2)
r2(τ, t̄kl)

dτ1dτ2 = 0.

Существование такой функции следует из того, что характери-
стика ϕ(Θ) обращается в нуль на двух лучах, исходящих из точки
t̄kl. Наметим построение этой функции. Обозначим через OF2 и
OF3 биссектрисы острого и тупого углов KOF , соответственно.
На биссектрисе OF2 построим функцию z1 = u1(x1, x2), которая
описывает отрезок прямой, проходящей через точку O и образую-
щей с биссектрисой OF2 угол α1. Внутри острого угла KOF по-
строим кусочно-линейную поверхность, проходящую через прямые
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OK, OF2 и OF . Аналогичное построение проведем внутри тупого
угла KOF , но в этом случае угол наклона прямой z2 = u2(x1, x2)
обозначим через α2.
Нетрудно видеть, что выбором величин углов α1 и α2 все-

гда можно добиться выполнения равенства (3.11). Полученная в
результате этого построения поверхность описывается функцией
ψ(x1, x2), определенной в области gkl. Нетрудно видеть, что функ-
ция ψ(x1, x2) принадлежит классу Гельдера Hα(M) с константой
M , определяемой коэффициентами α1 и α2.
Тогда∣∣∣∣∣
∫
gkl

ϕ

 τ1 − t̄k
r(τ, t̄kl)

,
τ2 − t̄l
r(τ, t̄kl)

 1

r2(τ, t̄kl)
(PNx

∗ − ψ(τ1, τ2))dτ1dτ2
∣∣∣∣∣ ≤

≤
∫
gkl

∣∣∣∣∣ϕ
 τ1 − t̄k
r(τ, t̄kl)

,
τ2 − t̄l
r(τ, t̄kl)

 ∣∣∣∣∣ 1

r2(τ, t̄kl)
(|(PNx∗)(τ1, τ2)− (PNx∗)(t̄kl)|+

+|ψ(τ1, τ2)− ψ(t̄kl)|)dτ1dτ2 ≤ BM1
∫
gkl

dτ1dτ2

r2−α/2(τ, t̄kl)
≤ BM
Nα/2

. (3.12)

Таким образом, из оценок (3.11)− (3.12) следует, что
||x∗ − x∗N || ≤ ||x∗ − PNx∗||+ ||PNx∗ − x∗N || ≤ BMN−α/2.
Здесь использовалась оценка ||x∗ −PNx∗|| ≤ AN−α, которая сле-

дует из того, что x∗ ∈ Hα. Это включение при условии, что ϕ(Θ)
и f(x) принадлежат классу функций Гельдера Hα (0 < α ≤ 1),
доказано в [121].
Таким образом доказано следующее утверждение.
Теорема 3.1 [47] − [49]. Пусть оператор K непрерывно обра-

тим, функции ϕ(Θ) и f(x) принадлежат классу Hαα (0 < α ≤ 1),
характеристика ϕ(Θ) обращается в нуль на двух отрезках, выхо-
дящих из полюса. Тогда существует такое h̄ (одно и то же для всех
прямоугольников ∆kl, k, l = 1, N , используемых в вычислительной
схеме (3.5)), что система уравнений (3.5) однозначно разрешима и
справедлива оценка

||x∗ − x∗N || ≤ AMN−α/2,
где x∗ и x∗N − решения уравнений (3.3) и (3.5), соответственно.
Обобщим теорему 3.1 на случай более общих сингулярных ин-

тегральных уравнений.
Рассмотрим сингулярное интегральное уравнение (3.4), у кото-

рого характеристика ϕ(Θ) обращается в нуль на конечном числе
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лучей, выходящих из полюса. Из теоремы о необходимом и доста-
точном условии существования сингулярного интеграла [121] сле-
дует, что

∫
S

ϕ(Θ)dS = 0, где S − единичная окружность, которую
пробегает точка Θ. Поэтому при любом числе лучей, на которых
функция ϕ(Θ) обращается в нуль, можно таким образом разме-
стить полюс функции ϕ(Θ) в квадрате ∆kl, чтобы

∫
∆kl

ϕ(Θ)dτ 6= 0.

После этого выбором величины h̃ можно добиться того, чтобы эле-
менты главной диагонали матрицы левой части системы (3.5) бы-
ли преобладающими и были выполнены условия теоремы Адама-
ра.
Рассмотрим теперь способы построения вычислительной схемы

уравнения (3.4) в случае, когда характеристика ϕ(t,Θ) зависит от
t. Рассмотрим сингулярное интегральное уравнение

a(t)x(t) +
∫
Ω

ϕ(t,Θ)x(τ)

(r(t, τ))2
dτ = f(t) (3.13)

Как и при исследовании приближенных методов решения урав-
нения (3.4), ограничимся предположением, что ∆ = [−A,A]2. По-
кроем область ∆ квадратами ∆kl, построение которых было опи-
сано выше.
Приближенное решение уравнения (3.13) будем искать в виде

кусочно-постоянной функции xN(t1, t2), равной xkl в прямоуголь-
нике ∆kl. В каждом квадрате ∆kl выберем точку t̄kl такую, что∣∣∣∣∣

∫
∆kl

ϕ

t̄kl; τ1 − t̄k
r(τ, t̄kl)

,
τ2 − t̄l
r(τ, t̄kl)

 dτ

r2(τ, t̄kl)

∣∣∣∣∣ >

>
N−1∑
i=0

N−1∑
j=0

′
∣∣∣∣∣
∫
∆ij

ϕ

t̄kl; τ1 − t̄k
r(τ, t̄kl)

,
τ2 − t̄l
r(τ, t̄kl)

 dτ

r2(τ, t̄kl)

∣∣∣∣∣.
Здесь

∑∑′ означает суммирование по (i, j) 6= (k, l).
Если такие точки t̄kl существуют для каждого k, l, k, l = 0, N , то

возьмем их в качестве узлов коллокации. В результате получаем
вычислительную схему

a(t̄kl)xkl +
N∑
i=1

N∑
j=1

′xij
∫
∆ij

ϕ

t̄kl; τ1 − t̄k
r(τ, t̄kl)

,
τ2 − t̄l
r(τ, t̄kl)

 dτ

r2(τ, t̄kl)
+

266



+xkl
∫
∆̄kl

ϕ

t̄kl; τ1 − t̄k
r(τ, t̄kl)

,
τ2 − t̄l
r(τ, t̄kl)

 dτ

r2(τ, t̄kl)
= f(t̄kl), k, l = 1, 2, . . . , N.

(3.14)
Здесь

∑∑′ означает суммирование по квадратам ∆ij, не совпа-
дающим и не соприкасающимся с квадратом ∆kl.
Сходимость вычислительной схемы (3.14) обосновывается ана-

логично обоснованию вычислительной схемы (3.5).
Рассмотрим теперь изменения, которые необходимо внести в вы-

числительную схему в случае, когда область G не является ква-
дратом. Для простоты обозначений ограничимся случаем, когда
символ сингулярного интеграла не зависит от полюса.
Введем параметр H и покроем область G квадратами со сторо-

ной H. Назовем квадрат внутренним, если расстояние между этим
квадратом и границей Γ области G не меньше H. Квадраты, не
удовлетворяющие этому условию, назовем граничными.
Пронумеруем в каком-нибудь порядке все граничные квадраты

натуральными числами от 1 до m. Пересечение j-го граничного
квадрата с областью G обозначим через gj, j = 1, m.
Пронумеруем в каком-нибудь порядке все внутренние квадраты

натуральными числами от 1 до N и обозначим их через ∆k, k =
= 1, N . Построим покрытие области G более мелкими областями
∆∗k, k = 1, N , которые определяются следующим образом: ∆∗k = ∆k,
если пересечение области ∆k с областями gj пусто, и ∆∗k является
объединением области ∆k с теми из областей gj, которые имеют
непустое пересечение с ∆k. Отметим, что каждая из областей gj,
j = 1,m, может входить только в одну из областей ∆∗k, k = 1, N .
Покрытие области G областями ∆∗k проиллюстрировано на рис. 4.
При этом, естественно, возможна неоднозначность в определе-

нии областей ∆∗k, k = 1, N . Из рис. 4 видно, что в качестве обла-
сти ∆∗1 можно взять область ∆1∪ g20 или ∆1∪ g1∪ g20∪ g19. Способ
построения областей ∆∗k, k = 1, N , как будет видно из дальнейших
рассуждений, не влияет ни на построение вычислительной схемы,
ни на оценки сходимости приближенного метода.
Внутренние квадраты ∆∗k назовем отмеченными, если они гра-

ничат только с внутренними квадратами. Пусть общее число от-
меченных квадратов равно N ∗. Будем обозначать отмеченные ква-
драты через ∆отмk , k = 1, N ∗. Неотмеченные внутренние квадраты
будем обозначать через ∆нj , j = 1, m. Очевидно, что каждый неот-
меченный квадрат ∆нj входит в множество ∆

∗
j , j = 1,m.

Введем еще одно обозначение. Пусть имеется m∗ отмеченных
квадратов ∆отмj , j = 1,m∗, имеющих общие ребра с неотмеченны-
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ми квадратами. Эти отмеченные квадраты обозначим через ∆∗отмj ,
j = 1, m∗. Построим объединение квадратов ∆∗отмj с областями
∆∗l , l = 1, m. В результате построения получаем m∗ областей ∆̄j,
j = 1, m∗. Каждая из областей ∆̄j является объединением одного
квадрата ∆̄∗отмj , j = 1, m∗ и одной или нескольких областей ∆∗k,
k = 1,m, имеющих с ∆̄∗отмj общие ребра.
Из рисунка 4 видно, что область ∆̄1 определяется формулой

∆̄1 = ∆1 ∪∆2 ∪∆5 ∪∆6 ∪∆7 ∪ g18 ∪ . . . ∪ g1.
Аналогичным образом определяются остальные области ∆̄j,

j = 2,m∗. Для простоты обозначений оставшиеся отмеченные ква-
драты ∆k обозначим через ∆̄k. Таким образом, область G покрыта
областями ∆̄k, k = 1, N ∗.
Приближенное решение уравнения (3.3) будем искать в виде

кусоч-
но-постоянной функции x̄(t1, t2), равной x̄k в областях ∆̄k, k =
1, N ∗. Неизвестные x̄k определяются из системы линейных алге-
браических уравнений

a(Mk)x̄k + dk(Mk)x̄k +
N∗∑
j=1

′d̄j(Mk)x̄j = f(Mk), k = 1, N ∗,

где dk(Mk) =
∫

∆̄∗отмk

ϕ

 vk − τ1
r(Mk, τ)

,
wk − τ2
r(Mk, τ)

 dτ1dτ2

r2(Mk, τ)
,

d̄j(Mk) =
∫
∆̄j

ϕ

 vk − τ1
r(Mk, τ)

,
wk − τ2
r(Mk, τ)

 dτ1dτ2

r2(Mk, τ)
,

Mk = (vk, wk), k = 1, N ∗, ∆̄∗отмk − отмеченный квадрат, входящий в
область ∆̄k,

∑′ означает суммирование по областям ∆̄j, не имею-
щим пересечения с областью ∆̄k, k = 1, N ∗.
Выбор точек Mk, k = 1, N ∗, и обоснование вычислительной схе-

мы проводятся по методике, изложенной выше при доказательстве
теоремы 3.1.

3.2. Приближенное решение нелинейных многомерных
сингулярных интегральных уравнений

В этом параграфе излагаются результаты статьи [49], посвя-
щенной построению и обосновыванию проекционных методов ре-
шения уравнений вида (3.2). Для простоты обозначений будем счи-
тать, что E = G = [−A,A]2.
Уравнение (3.2) будем рассматривать в предположении, что

функция a(t, x) имеет вторую частную производную по второй пе-
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ременной, а функция ϕ(t,Θ, x) имеет вторую частную производную
по третьей переменной, причем эти производные по всем перемен-
ным удовлетворяют условию Гельдера с показателем α, 0 < α ≤ 1.
Исследовать данное уравнение будем в банаховом пространстве

X функций x(t1, . . . , tl), удовлетворяющих условию Гельдера с по-
казателем β (0 < β < α) по каждой переменной. Норма в про-
странстве X вводится формулой

||x(t1, . . . , tl)|| = max
t∈G |x(t1, . . . , tl)|+ sup

r(t,τ) 6=0
|x(t)− x(τ)|
(r(t, τ))β

,

где t = (t1, . . . , tl), τ = (τ1, . . . , τl), r(t, τ) =
[
(t1 − τ1)2 + . . .+ (tl − τl)2

]1/2
.

Можно показать, что при выполнении приведенных выше усло-
вий производная Фреше оператора K(x) в точке x0 равна

K ′(x0)z ≡ a′2(t, x0(t))z(t) +
∫
G

ϕ′3(t,Θ, x0(τ))z(τ)
rl(t, τ)

dτ,

где через a′2(t, u) и ϕ3′(t,Θ, u) обозначены, соответственно, про-
изводные по второй и третьей переменной функций a2(t, u) и
ϕ′3(t,Θ, u).
Предположим, что на начальном элементе x0 оператор K ′(x0)

непрерывно обратим в пространстве X . Приближенное решение
уравнения (3.2) будем искать по итерационной схеме

xn+1 = xn − [K ′(x0)]−1K(xn). (3.15)

Из теоремы 6.7 введения следует, что при достаточно хорошем
начальном приближении итерационный процесс (3.15) сходится к
решению x∗(t) уравнения (3.2).
Поскольку практическое применение итерационного процесса

(3.15) затруднительно, возникает необходимость в построении эф-
фективной вычислительной схемы. Для простоты обозначений бу-
дем полагать l = 2.
Будем искать приближенное решение уравнения (3.2) в виде

кусочно-постоянной функции xN(t1, t2), построение которой описа-
но в предыдущем параграфе. При этом используются обозначения
предыдущего параграфа. Значения xkl находятся из системы не-
линейных алгебраических уравнений

a(t̄kl, xkl) +
N−1∑
i=2

N−1∑
j=2

d̄ij(t̄kl) = f(t̄kl), k, l = 2, N − 1, (3.16)
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где tkl = (tk, tl), h =
2A
N
, d̄ij(t̄kl) =

∫
∆̄ij

ϕ

t̄kl, t̄kl − τ
r(t̄kl, τ)

, xij

 dτ

r2(t̄kl, τ)
,

t̄kl = (tk + h̄1, tl + h̄2), способ определения величин h̄1 и h̄2 будет
описан ниже.Матрицу, описывающую левую часть системы (3.16),
обозначим через KN .
В пространстве RM ,M = (N−2)2, вычислим производную Фре-

ше оператора KN в начальном значении x0 = {x0ij}, i, j = 2, N − 1.
Нетрудно видеть, что эта производная равна

a′2(t̄kl, x
0
kl)zkl +

N−1∑
i=2

N−1∑
j=2

d̄0ij(t̄kl)zij, k, l = 2, N − 1,
(3.17)

где d̄0ij(t̄kl) =
∫
∆̄ij

ϕ′3

t̄kl, t̄kl − τ
r(t̄kl, τ)

, x0ij

 dτ

r2(t̄kl, τ)
.

Cистема уравнений (3.16) в операторной форме записывается
уравнением KN(xN) = fN . Производную Фреше (3.17) оператора
KN(xN) в точке x0 обозначим через K ′N (x0)zN . Наряду с операто-
ром K ′N (x0)zN введем оператор K̄ ′N(x0)zN , который определяется
выражением

a′2(t̄kl, x
0
kl)zkl +

N−1∑
i=2

N−1∑
j=2

′d̄∗ij(t̄kl)zij + d
∗
kl(t̄kl)zkl, k, l = 2, N − 2,

(3.18)
Здесь

∑∑′ означает суммирование по прямоугольникам ∆ij, не
имеющим общих граней с квадратом ∆kl,

d∗ij(t̄kl) =
∫
∆ij

ϕ′3

t̄kl, t̄kl − τ
r(t̄kl, τ)

, x0ij

 dτ

r2(t̄kl, τ)
,

d̄∗ij(t̄kl) =
∫
∆̄ij

ϕ′3

t̄kl, t̄kl − τ
r(t̄kl, τ)

, x0ij

 dτ

r2(t̄kl, τ)
.

В предыдущем параграфе было показано, что можно таким
образом выбрать значения h̄1 и h̄2, что оператор K̄ ′N(x0) будет не-
прерывно обратим в RM . При этом h̄1 и h̄2 можно выбрать таким
образом, что ||[K̄ ′N(x0)]−1||RM будет достаточно мала.
Систему уравнений (3.16) будем решать модифицированным ме-

тодом Ньютона − Канторовича
xm+1N = xmN − [K̄ ′N (x0)]−1KNxmN . (3.19)

Здесь xmN = {xmkl}, k, l = 2, N − 1.
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Для доказательства сходимости итерационной схемы (3.19) вос-
пользуемся теоремой 6.8, приведенной во введении. Для этого в
метрике пространства RM оценим норму

‖KNxmN −KNxm−1N ‖ = ‖K ′N(xm−1N +Θ(xmN − xm−1N ))(xmN − xm−1N )‖ ≤
≤ ‖K ′N(xm−1N +Θ(xmN − xm−1N ))‖‖xmN − xm−1N ‖.

Если все последовательные приближения xmN , m = 0, 1, . . ., не
выходят из сферы S(x0N , r) с центром в точке x0 и радиусом r,
то, как следует из выражения (3.17) производной Фреше, для лю-
бого u ∈ S(x0N , r) выполняется ||K̄ ′N (u)|| ≤ L, 0 < L < ∞. По-
вторяя рассуждения, приведенные в предыдущем параграфе, мож-
но показать, что ||K ′(u1) − K̄ ′(u2)|| ≤ L1(N−α + ||u1 − u2||) для
всех u1, u2 ∈ S(x0N , r). Поэтому при достаточно хорошем началь-
ном приближении и достаточно большом N выполнены все усло-
вия теоремы 3.2 и итерационный процесс сходится к решению x∗N
уравнения KNxN = fN .
Оценим близость решения x∗ уравнения (3.2) и решения x∗N

уравнения KNxN = fN . Предположим, что решение x∗ уравнения
(3.2) принадлежит классу Гельдера Hα, 0 < α ≤ 1. Обозначим
через x̃∗N наилучшее приближение функции x∗(t) кусочно- посто-
янными функциями.
Тогда ||x∗(t)− x̃∗N (t)|| ≤ AN−α.
Очевидно,

||KN(x̃∗N(t))||RM =
= max

k,l

∣∣∣∣∣a(t̄kl, x̃∗kl) +
N∑
i=1

N∑
j=1

∫
∆̄ij

ϕ

t̄kl, t̄kl − τ
r(t̄kl, τ)

, x̃∗ij

 dτ

r2(t̄kl, τ)
− f(t̄kl)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ max
k,l

∣∣∣∣∣
a(t̄kl, x̃∗kl) + N∑

i=1

N∑
j=1

∫
∆̄ij

ϕ

t̄kl, t̄kl − τ
r(t̄kl, τ)

, x̃∗ij

 dτ

r2(t̄kl, τ)
− f(t̄kl)

−

−
a(t̄kl, x∗) + N∑

i=1

N∑
j=1

∫
∆̄ij

ϕ

t̄kl, t̄kl − τ
r(t̄kl, τ)

, x∗
 dτ

r2(t̄kl, τ)
− f(t̄kl)


∣∣∣∣∣ ≤

≤ Lmax
k,l
||x̃∗kl − x∗||∆̄kl ≤ ALN−α.

Поэтому, выбрав x̃∗N в качестве начального приближения в ите-
рационном процессе (3.19), имеем ||KN(x̃∗N)|| ≤ ALN−α и ||x∗N −
x̃∗N || ≤≤ AN−α, где x∗N − решение уравненияKNxN = fN . Следовательно,

||x∗ − x∗N || ≤ ||x∗ − x̃∗N ||+ ||x̃∗N − x∗N || ≤ AN−α.
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Таким образом, доказано, следующее утверждение.
Теорема 3.2. Пусть выполнены следующие условия:

1) в уравнении (3.2) функции a′2(t, x), ϕ′3(t, τ, x), f(t) удовлетворя-
ют условию Гельдера с показателем α;
2) уравнение (3.2) имеет единственное решение x∗ в некоторой сфе-
ре S(x∗, r);
3) функция ϕ(t, τ, x) явным образом не зависит от t и в некоторой
окрестности точки x∗ имеет конечное число прямых, на которых
она обращается в нуль.
Тогда система (3.16) в сфере S(x∗, r) имеет единственное реше-

ние x∗N , к которому сходится модифицированный метод Ньютона− Канторовича, причем справедлива оценка ||x∗ − x∗N || ≤ AN−α.
Замечание. Эта теорема распространяется и на общие урав-

нения вида (3.2) при условии, что можно таким образом выбрать
точки t̄kl, чтобы оператор (3.17) был обратим.

4. Приближенное решение бисингулярных интегральных
уравнений методом дискретных особенностей

4.1. Приближенное решение линейных бисингулярных
интегральных уравнений

Рассмотрим бисингулярное интегральное уравнение

Kx ≡ a(t1, t2)x(t1, t2) + b(t1, t2)
1∫
−1

x(τ1, t2)

τ1 − t1 dτ1+

+c(t1, t2)
1∫
−1

x(t1, τ2)

τ2 − t2 dτ2 + d(t1, t2)
1∫
−1

1∫
−1

x(τ1, τ2)

(τ1 − t1)(τ2 − t2)dτ1dτ2+

+
1∫
−1

1∫
−1
h(t1, t2, τ1, τ2)x(τ1, τ2)dτ1dτ2 = f(t1, t2), (4.1)

где a, b, c, d, h, f − функции, имеющие производные до r-го порядка
по всем переменным.
Полученные ниже результаты легко распространяются на урав-

нение любой конечной размерности.
Разделим область Ω = [−1, 1]2 на n2 частей∆kl = [tk, tk+1; tl, tl+1],

где tk = −1+2k/n, k = 0, 1, . . . , n. В каждом квадрате∆kl построим
полином Lr(f,∆kl), интерполирующий функцию f(t1, t2) на сетке
узлов (tki , t

l
j), где t

k
i = tk + (tk+1 − tk)i/(r + 1), i = 1, 2, . . . , r, k, l =

= 0, 1, . . . , n− 1. Полином Lr(f,∆kl) имеет вид
Lr(f,∆kl) =

r∑
i=1

r∑
j=1

f(tki , t
l
j)ψki(t1)ψlj(t2),
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где ψki(t1) и ψlj(t2) − фундаментальные полиномы по узлам tki и
tlj, соответственно.
Сплайн, составленный из полиномов Lr(f,∆kl), k, l = 0, 1, . . . , n−

1, обозначим через fnn(t1, t2).
Каждой точке tki поставим в соответствие сегмент ∆

i
k = [t

k
i −

−qh∗, tki +h∗]. Каждому узлуM kl = (tki , tlj) поставим в соответствие
прямоугольник∆ijkl = [t

k
i−qh∗, tki+h∗; tlj−qh∗, tlj+h∗], где h∗(0 < h∗ <

< h/(r+1)) и q − параметры, выбор которых описан ниже, h = 2/n.
Приближенное решение уравнения (4.1) будем искать в виде

сплайна xnn(t1, t2), составленного из полиномов Lr(x,∆kl) со зна-
чениями xklij = x(t

k
i , t
l
j), k, l = 0, 1, . . . , n − 1, i, j = 1, 2, . . . , r, тре-

бующими определения. Значения xklij определяются из системы ли-
нейных алгебраических уравнений

a(tki , t
l
j)x
kl
ij + b(t

k
i , t
l
j)
∫
∆ik

xnn(τ1, t
l
j)

τ1 − tki
dτ1 + c(t

k
i , t
l
j)
∫
∆jl

xn(t
k
i , τ2)

τ2 − tlj
dτ2+

+d(tki , t
l
j)
∫ ∫
∆ijkl

xn(τ1, τ2)dτ1dτ2
(τ1 − tki )(τ2 − tlj)

+ b(tki , t
l
j)
n−1∑
k1=0

′ ∫
∆k1

xnn(τ1, t
l
j)

τ1 − tki
dτ1+

+c(tki , t
l
j)
n−1∑
l1=0

′ ∫
∆l1

xnn(t
k
i , τ2)

τ2 − tlj
dτ2+d(t

k
i , t
l
j)
n−1∑
k1=0

′ n−1∑
l1=0

′ ∫
∆k1l1

xnn(τ1, τ2)dτ1dτ2
(τ1 − tki )(τ2 − tlj)

+

+
n−1∑
k1=0

n−1∑
l1=0

∫
∆k1l1

h(tki , t
l
j, τ1, τ2)xnn(τ1, τ2)dτ1dτ2 = f(t

k
i , t
l
j), (4.2)

i, j = 1, 2, . . . , r, k, l = 0, 1, . . . , n− 1.
Здесь

∑
k1
′ означает суммирование по k1 6= k − 1, k, k + 1,∑l1 ′

означает суммирование по l1 6= l − 1, l, l + 1.
Все используемые в вычислительной схеме (4.2) интегралы вы-

числяются по кубатурным формулам [27], [34]. Как будет видно из
дальнейших рассуждений, замена интегралов кубатурными фор-
мулами не оказывает существенного влияния на быстроту сходи-
мости. В точках tki и t

l
j фундаментальные полиномы ψki(t

k
i ) и ψlj(t

l
j)

равны единице. Можно выбрать такое h∗, что в h∗ окрестности то-
чек tki и t

l
j нет других узлов фундаментальных полиномов.

В системе уравнений (4.2) элементы, стоящие на главной диа-
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гонали, имеют вид

γklij = a(t
k
i , t
l
j) + b(t

k
i , t
l
j)
∫
∆ik

ψki(τ1)

τ1 − tki
dτ1+

+c(tki , t
l
j)
∫
∆jl

ψlj(τ2)

τ2 − tlj
dτ2 + d(t

k
i , t
l
j)
∫ ∫
∆ijkl

ψki(τ1)ψlj(τ2)dτ1dτ2
(τ1 − tki )(τ2 − tlj)

+

+
∫ ∫
∆kl

h(tki , t
l
j, τ1, τ2)ψki(τ1)ψlj(τ2)dτ1dτ2. (4.3)

Если, по крайней мере, одно из значений b(tki , t
l
j), c(t

k
i , t
l
j), d(t

k
i , t
l
j)

отлично от нуля, то за счет выбора параметров q и h∗ можно до-
биться того, что число γklij будет как угодно велико. Отметим, что
если знаки слагаемых в выражении γij различны и слагаемые ”по-
гашают” друг друга, то каждому узлу tki и t

l
j можно поставить в

соответствие сегменты [−qki hki + tki , tki + hki ] и [−qljhlj + tlj, tlj + hlj],
i, j = 1, 2, . . . , r, k, l =
= 0, 1, . . . , n − 1. При этом прямоугольник ∆ijkl можно определить
независимо от описанных выше сегментов, ∆ijkl = [−q̄ki h̄ki+tki , tki+h̄ki ;
−q̄ljh̄lj + tlj, tlj + h̄lj], i, j = 1, 2, . . . , r, k, l = 0, 1, . . . , n− 1.
Повторяя проведенные выше выкладки, можно показать, что в

каждой строке матрицы G сумма модулей всех элементов, за ис-
ключением элемента, стоящего на главной диагонали, не превос-
ходит величины порядка ln2n. Следовательно, можно выбрать па-
раметры qki , q

l
j, h

k
i , h

l
j (а в случае необходимости и параметры q̄

k
i ,

q̄lj, h̄
k
i , h̄

l
j) таким образом, чтобы система уравнений (4.2) была

однозначно разрешима в силу теоремы Адамара об обратимости
матриц .
После того, как установлена однозначная разрешимость систе-

мы уравнений (4.2), близость точного решения уравнения (4.1) и
приближенного решения xnn(t1, t2) оценивается по аналогии с рас-
суждениями, проведенными в §7 главы III и в §2 данной главы.
4.2. Приближенное решение нелинейных бисингулярных

интегральных уравнений

В этом параграфе мы ограничимся рассмотрением характери-
стического бисингулярного интегрального уравнения

Kx ≡ a(t1, t2, x(t1, t2)) +
1∫
−1

b(t1, t2, x(τ1, t2))

τ1 − t1 dτ1+
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+
1∫
−1

c(t1, t2, x(t1, τ2))

τ2 − t1 dτ2 +
1∫
−1

1∫
−1

d(t1, t2, x(τ1, τ2))

(τ1 − t1)(τ2 − t2)dτ1dτ2 =

= f(t1, t2), (4.4)

так как отсутствие компактного оператора не влияет на общность
рассуждений. Здесь a, b, c, d, f − функции, имеющие производные
до
r-го порядка по всем переменным.
Будем считать, что в пространстве X существует сфера S(x∗, δ)

с центром в точке x∗ и радиусом δ, в которой существует един-
ственное решение x∗ уравнения (4.4).
Приближенное решение уравнения (4.4) будем искать в виде

сплайна xnn(t1, t2). описание которого приведено в предыдущем
пункте.
Обозначим через Pnn оператор, проектирующий пространство

непрерывных функций C([−1, 1]2) на множество упомянутых выше
локальных сплайнов: Pnnf = fnn.
Тогда метод коллокации для уравнения (4.4) имеет вид

Knnxnn ≡ Pnn
a(t1, t2, xnn(t1, t2)) +

1∫
−1

b(t1, t2, xnn(τ1, t2))

τ1 − t1 dτ1+

+
1∫
−1

c(t1, t2, xnn(t1, τ2))

τ2 − t1 dτ2 +
1∫
−1

1∫
−1

d(t1, t2, xnn(τ1, τ2))

(τ1 − t1)(τ2 − t2) dτ1dτ2
 =

= Pnn [f(t1, t2)] . (4.5)

Систему уравнений (4.5) решаем модифицированным методом
Ньютона − Канторовича. Обоснование этого метода для бо-
лее сложных многомерных сингулярных интегральных уравнений
приведено в следующем параграфе.

5. Приближенное решение многомерных сингулярных
интегральных уравнений методом дискретных

особенностей
5.1. Приближенное решение линейных уравнений

Рассмотрим многомерное сингулярное интегральное уравнение

a(t)x(t) + b(t)
∫
G

ϕ(Θ)x(τ)

r2(t, τ)
dτ = f(t), (5.1)

где G − односвязное многообразие на плоскости E2. Будем счи-
тать, что функции a, b, f, ϕ имеют производные до r-го порядка по
всем переменным.
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Результаты, полученные для уравнений вида (5.1), распростра-
няются на уравнения вида

a(t)x(t) +
∫
G

ϕ(t,Θ)x(τ)

(r(t, τ))2
dτ = f(t). (5.2)

Необходимо отметить, что мы ограничиваемся двумерными
сингулярными интегральными уравнениями только для простоты
обозначений. Из проделанных выкладок будет видно, что полу-
ченные результаты практически идентично распространяются на
многомерные сингулярные интегральные уравнения любой конеч-
ной размерности.
Построим вычислительную схему приближенного решения урав-

нения (5.1) в предположении, что G − квадрат [−A,A]2, где A −
некоторое вещественное число.
Покроем область G квадратами

∆kl = [tk, tk+1; tl, tl+1], k, l = 0, N + 1, tk = −A + 2A k

N + 2
, k =

0, N + 2.
Наряду с квадратами ∆kl, k, l = 0, N + 1, введем прямоугольни-

ки ∆̄kl, k, l = 1, N , которые определяются следующим образом:
∆̄kl = ∆kl при k = 2, N − 1 и l = 2, N − 1;
∆̄11 = ∆00 ∪∆01 ∪∆10 ∪∆11;
∆̄1,N = ∆0,N ∪∆1,N ∪∆0,N+1 ∪∆1,N+1;
∆̄N,1 = ∆N,0 ∪∆N+1,0 ∪∆N,1 ∪∆N+1,1;
∆̄N,N = ∆N,N ∪∆N,N+1 ∪∆N+1,N ∪∆N+1,N+1;
∆̄1,l = ∆0,l ∪∆1,l при l = 2, N − 1;
∆̄N,l = ∆N,l ∪∆N+1,l при l = 2, N − 1;
∆̄k,1 = ∆k,0 ∪∆k,1 при k = 2, N − 1;
∆̄k,N = ∆k,N ∪∆k,N+1 при k = 2, N − 1.
Приближенное решение уравнения (5.1) будем искать в виде

кусочно-полиномиальной функции xnn(t1, t2).
Построение сплайна xnn(t1, t2) описано в предыдущем парагра-

фе.
Каждому узлу xklij сплайна xN(t1, t2) поставим в соответствие

прямоугольник ∆klij = [t
k
i − q1h, tki + h; tlj − q2h, tlj + h], где h <

2A/(rN), q1, q2− параметры, величины которых будут определе-
ны ниже.
Значения xklij , i, j = 1, 2, . . . , r, k, l = 1, 2, . . . , N, определяются из
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системы линейных алгебраических уравнений

aklijx
kl
ij + b

kl
ij

∫
∆ijkl

ϕ

 τ1 − tki
r(τ,Mklij )

,
τ2 − tlj
r(τ,Mklij )

 xnn(τ1, τ2)
r2(τ,Mklij )

dτ1dτ2+

+bklij
N∑
k1=1

N∑
l1=1

′ ∫
∆kl

ϕ

 τ1 − tki
r(τ,Mklij )

,
τ2 − tlj
r(τ,Mklij )

 xnn(τ1, τ2)
r2(τ,Mklij )

dτ1dτ2 = f
kl
ij ,

(5.3)
i, j = 1, 2, . . . , r, k, l = 1, 2, . . . , N,
где Mklij = (t

k
i , t
l
j), a

kl
ij = a(M

kl
ij ), b

kl
ij = b(M

kl
ij ), f

kl
ij = f(M

kl
ij ), i, j =

= 1, 2, . . . , r, k, l = 1, 2, . . . , N,
∑
k1

∑
l1

′ означает суммирование по зна-

чениям (k1, l1) 6= (k + v, l + w), где v, w = −1, 0, 1.
Несколько изменяя рассуждения, проведенные в § 3, можно по-

казать, что если характеристика ϕ(Θ) обращается в нуль на ко-
нечном числе лучей, исходящих из начала координат, то выбором
параметров q1, q2, h можно добиться, чтобы интеграл∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ ∫
∆ijkl

ϕ

 τ1 − tki
r(τ,Mklij )

,
τ2 − tlj
r(τ,Mklij )

 ψklij (τ1, τ2)
r2(τ,Mklij )

dτ1dτ2

∣∣∣∣∣∣∣∣
был как угодно большим.
Повторяя рассуждения, приведенные выше, можно показать, что

выбором параметров q1, q2, h можно добиться того, что для систе-
мы уравнений (5.3) выполнены условия теоремы Адамара о раз-
решимости линейных систем уравнений. После того, как доказа-
на однозначная разрешимость системы уравнений (5.3), близость
точного решения x(t1, t2) уравнения (5.1) и приближенного реше-
ния xnn(t1, t2) оценивается на основании рассуждений, неоднократ-
но проведенных выше.

5.2. Приближенное решение нелинейных уравнений

Рассмотрим нелинейное уравнение

a(t)x(t) +
∫
G

ϕ(Θ)b(t, τ, x(τ))

r2(t, τ)
dτ = f(t). (5.4)

Пусть уравнение (5.4) имеет единственное решение x∗(t), t =
(t1, t2) в некоторой сфере S(x∗, δ). Как и в предыдущем пункте,
для простоты обозначений ограничиваемся двумерными уравне-
ниями с символом, не зависящим от t. Из приведенных рассужде-
ний следует, что все полученные результаты распространяются
на уравнения вида (5.2).
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Будем считать, что коэффициенты, характеристика и правая
часть уравнения (5.4) имеют производные до r порядка по всем
аргументам.
Введем пространство X функций x(t1, t2), удовлетворяющих

условию Гельдера с показателем β, 0 < β < 1, по каждой пере-
менной. Норма в пространстве X определяется формулой

‖x(t1, t2)‖ = max
t1,t2∈γ12

|x(t1, t2)|+max
t2∈γ2

sup
t′1 6=t′′1

|x(t′1, t2)− x(t′′1, t2)|
|t′1 − t′′1|β

+

+max
t1∈γ1

sup
t′2 6=t′′2

|x(t1, t′2)− x(t1, t′′2)|
|t′2 − t′′2|β

.

Через Xn обозначим подпространство пространства X, состо-
ящее из сплайнов xnn(t1, t2), описание которых приведено в пре-
дыдущем пункте, а через Pn обозначим оператор, проектирующий
пространство непрерывных функций C([−A,A]2) на множество ло-
кальных сплайнов: Pnf = fnn.
Приближенное решение уравнения (5.4) будем искать в виде ло-

кального сплайна xnn(t1, t2) со значениями xklij , которые определя-
ются из системы алгебраических уравнений

aklijx
kl
ij +

∫
∆ijkl

ϕ

 τ1 − tki
r(τ,Mklij )

,
τ2 − tlj
r(τ,Mklij )

 b(Mklij , τ1, τ2, xnn(τ1, τ2))
r2(τ,Mklij )

dτ1dτ2+

+bklij
N∑
k1=1

N∑
l1=1

′ ∫
∆kl

ϕ

 τ1 − tki
r(τ,Mklij )

,
τ2 − tlj
r(τ,Mklij )

 b(Mklij , τ1, τ2, xnn(τ1, τ2))
r2(τ,Mklij )

dτ1dτ2 =

= fklij , (5.5)

i, j = 1, 2, . . . , r, k, l = 1, 2, . . . , N,
где Mklij = (t

k
i , t
l
j), a

kl
ij = a(M

kl
ij ), f

kl
ij = f(M

kl
ij ), i, j = 1, 2, . . . , r, k, l =

= 1, 2, . . . , N,
∑
k1

∑
l1

′ означает суммирование по значениям (k1, l1) 6=
(k +
+v, l + w), где v, w = −1, 0, 1.
Можно показать, что производная Фреше оператора Kx равна

K ′(z)x ≡ a(t)x(t) +
∫
G

ϕ(Θ)b′3(t, τ, z(τ))x(τ)
r2(t, τ)

dτ,

где b′3(t, τ, u) = b(0,0,1)(t, τ, u).
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Будем считать, что этот оператор непрерывно обратим в метри-
ке пространства X при z, принадлежащих сфере S(x∗, δ), δ > 0.
Введем оператор

K ′nn(z)x ≡ aklijxklij+
∫
∆ijkl

ϕ

 τ1 − tki
r(τ,Mklij )

,
τ2 − tlj
r(τ,Mklij )

 b′3(Mklij , τ, z(τ))xnn(τ)
r2(τ,Mklij )

dτ+

+
N∑
k1=1

N∑
l1=1

′ ∫
∆kl

ϕ

 τ1 − tki
r(τ,Mklij )

,
τ2 − tlj
r(τ,Mklij )

 b′3(Mklij , τ, z(τ))xnn(τ)dτ
r2(τ,Mklij )

,

(5.6)
i, j = 1, 2, . . . , r, k, l = 1, 2, . . . , N.

Повторяя рассуждения, приведенные в предыдущем пункте,
можно показать (используя обозначения предыдущего пункта),
что оператор K ′nn(z)x непрерывно обратим в метрике простран-
ства Rm,
m = N 2.
Для удобства описания предлагаемой вычислительной схемы

представим значения xklij в виде вектора X̄m = (x̄1, . . . , x̄m). При
этом способ трансформации значений xklij , i, j = 1, 2, . . . , r, k, l =
0, 1, . . . , N − 1, в элементы x̄v, v = 1, . . . ,m, не имеет принципиаль-
ного значения.
Оператор (5.6) можно в матричном виде представить выраже-

нием
ΓmX̄m,

где Γm = {γij}, i, j = 1, 2, . . . ,m,− матрица, составленная из эле-
ментов γij. Явный вид этих элементов не выписывается из-за их
громоздкости. Точно так же систему уравнений (5.5) можно запи-
сать в матричной форме

K̄mX̄m = Fm. (5.7)

Обозначения K̄m и Fm очевидны.
Решение системы уравнений (5.5) будем искать модифицирован-

ным методом Ньютона − Канторовича
X̄n+1m = X̄nm − Γ−1m (K̄mX̄nm − Fm), n = 0, 1, . . . . (5.8)

Обоснование вычислительной схемы (5.8) проводится так же,
как и для полисингулярных интегральных уравнений.
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